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1. Der 
Verlauf kleiner Schwingungen auf einer Strömung 
reibender Flüssigkeit; 
von Ludwig Hopf. 


(Aachener Habilitationsschrift.) 


§ 1. Einleitung. 

Jede Flüssigkeitsströmung, sei es eine Strömung in einem 
Rohr oder Kanal oder um einen festen Körper, gehorcht be- 
kanntlich nicht einem einheitlichen Gesetz, das für alle 
Dimensionen Gültigkeit beanspruchen kann, sondern zeigt 
ein ganz verschiedenes Verhalten, je nachdem es sich um 
Laboratoriumsmessungen in kapillaren Größenverhältnissen, 
oder um technisch wichtige Fälle handelt. Osborne Reynolds') 
hat die ganze Gruppe von Erscheinungen genau studiert und 
folgende einfache Gesetze gefunden: 

Es gibt zwei mögliche Strömungen von reibenden Flüssig- 
keiten: Erstens die Jaminare Bewegung, charakterisiert durch 
ihr vollkommen stationäres Verhalten, durch ihre einfachen 
Stromlinien und durch die Proportionalität der Flüssigkeits- 
kräfte mit der Geschwindigkeit. Zweitens die turbulente Strö- 
mung, welche nicht stationär ist, bei welcher sich die ein- 
zelnen Stromschichten reichlich mischen, und die Flüssigkeits- 
kräfte mit einer höheren als der ersten Potenz der Geschwin- 
digkeit wachsen. 

Die laminare Strömung ist ganz geregelt durch die innere 
Reibung der Flüssigkeit, sie ist berechenbar aus den bekannten 
Gleichungen der reibenden Flüssigkeiten; die turbulente Strö- 
mung scheint von der inneren Reibung ganz unabhängig zu 
sein, ihre Berechnung aus den hydrodynamischen Gleichungen 
ist noch nicht gelungen. 


1) O. Reynolds, Scientific papers II. p. 51 und populäre Vor- 
träge, 1. c. II p. 153 u. 524. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 1 
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LI. Hopf. 


Aus Dimensionsbetrachtungen folgt und die Erfahrung 
bestätigt es, daß die einzige für eine Flüssigkeitsbewegung 
charakteristische Größe die „Reynoldssche Zahl“ FR ist, welche 
sich aus der Dichte o, dem Reibungskoeffizienten u der Flüssig- 
keit, der mittleren Geschwindigkeit v und einer linearen Ab- 
messung / zusammensetzt durch die Beziehung 


(1) Rat. 
Liegt die Reynoldssche Zahl einer Strémung unter einem 
kritischen Wert R,, so bildet sich eine laminare Strömung aus, 
liegt sie darüber, so entstehen turbulente Bewegungen. Der 
kritische Wert läßt sich ziemlich genau bestimmen; er liegt 
verschieden, je nachdem, um welche Art von Strömung es sich 
handelt, ist aber immer von der Größenordnung 1000. 

So klar und übersichtlich diese experimentellen Ergeb- 
nisse auch sind, so wenig befriedigend ist das Resultat der 
theoretischen Untersuchungen. Reynolds sprach zuerst den 
Gedanken aus, daß es sich um Instabilitätserscheinungen handle, 
Die laminare Strömung stellt ja unter allen Umständen eine 
Lösung der hydrodynamischen Gleichungen dar, entspricht 
also einer möglichen Strömung, aber diese Strömung soll nach 
dieser Auffassung nur fir R< AR, stabil sein. Der Theorie 
verbleibt die Aufgabe, diese Stabilitäts- und Instabilitäts- 
verhältnisse aus den hydrodynamischen Gleichungen zu er- 
weisen, und die Rechnungen von Reynolds!) selbst schienen 
in dieser Hinsicht erfolgreich, ebenso die Untersuchungen von 
Lorentz?) und Hamel’), durch welche der Reynoldssche 
Gedankengang verfeinert wurde. Die erwähnten Arbeiten 
fußen auf einer Energiebetrachtung und zeigen, daß die 
Energie gewisser auf eine laminare Strömung überlagerter 
Störungen unter Umständen anwachsen kann. Doch ist 
der Gedankengang nicht zwingend, da man nicht aus 
einem momentanen Anwachsen der Energie auf Instabilität 
schließen kann. 


1) O. Reynolds, 1. c. I. p. 535. 
2) H. A. Lorentz, Abh. über theoretische Physik I. p. 48. 
8) G. Hamel, Göttinger Nachrichten 1911. 
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Verlauf kleiner Schwingungen auf reibender Flüssigkeit. 3 


Schon Kelvin!) versuchte, dem Problem exakter zu Leibe 
zu gehen und wandte als erster die klassische Methode aller 
Stabilitätsbetrachtungen, die Methode der kleinen Schwingungen, 
an. Er kam schon zu dem Resultat absoluter Stabilität der 
laminaren Bewegungen, doch wurde seine Schlußweise von 
Rayleigh? als unzulänglich zurückgewiesen ; die Verbesserung 
durch Oseen?) hat allerdings das Kelvinsche Resultat ein- 
wandfrei bestätigt. 


Die exakte und vollständige Durchrechnung des Verlaufes 
kleinerer Schwingungen, welche einer laminaren Strömung 
reibender Flüssigkeit überlagert sind, wurde von Sommer- 
feld‘) in Angriff genommen und bis zur Aufstellung einer 
transzendenten Gleichung durchgeführt. Die Diskussion dieser 
Gleichung hat Hr. Prof. Sommerfeld mir überlassen. Es 
sei mir gestattet, ihm an dieser Stelle meinen herzlichsten 
Dank dafür, sowie für das stete Interesse, welches er der 
vorliegenden Arbeit entgegenbrachte, auszusprechen. 


Auch der bayrischen Akademie sei herzlichster Dank ge- 
sagt für die Bewilligung von Geldmitteln, welche es mir 
möglich machten, orientierende numerische Vorarbeiten von 
Studierenden ausführen zu lassen. 


Das Resultat, daß die Methode der kleinen Schwingungen 
keine Instabilität ergibt, habe ich bereits auf dem Naturforscher- 
kongreß in Karlsruhe 1911 vorgetragen, wo auch Hr. R. 
von Mises?) das gleiche auf anderem Weg erhaltene Resultat 
mitteilte. Die vorliegende Arbeit geht über das Mitgeteilte 
und das von anderen Autoren Publizierte wesentlich hinaus 
durch die numerische Berechnung der Dämpfung, ferner durch 
die Betrachtung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Stö- 
rungen und die vollständige Beschreibung des Stromlinien- 
verlaufes. 


1) Lord Kelvin, Phil. Mag. Aug. u. Sept. 1887. 

2) Lord Rayleigh, Scient. Papers III. p. 515. 

3) C. W. Oseen, Archiv för mathematic, fysik och astronomi 1911. 

4) A. Sommerfeld, Atti del IV. congr. intern. dei Mathematici, 
Rom 1908. 

5) R. v. Mises, Jahresber. d. deutsch. Mathematikervereinigung XX, 
Heft 10. 
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4 L. Hopf. 


§.1. Die Sommerfeldsche Turbulenzgleichung. 


Da die Sommerfeldsche Rechnung nur an schwer zu- 
gänglicher Stelle publiziert ist, und das Folgende ganz darauf 
gegründet ist, will ich zunächst mit Genehmigung des Ver- 
fassers den Gedankengang seiner Rechnung darlegen: 

Die einfachste zweidimensionale Strömung einer reibenden 
Flüssigkeit erhält man, wie schon Kelvin und Lorentz er. 
kannten, wenn man zwei ebene Platten in einer Flüssigkeit im 
y U Abstand A voneinander betrachtet, von welchen 
>" die eine ruht, die andere mit der Geschwindig- 

keit U bewegt wird (Fig. 1). Ws bildet sich in 

—”* diesem Falle eine lineare Geschwindigkeitsver- 
Fig. 1. teilung aus. Bezeichnet u, die Strömungsge- 
schwindigkeit in der z-Richtung, v, in der y-Richtung, so wird 


| 


v=0. 


Auf diese Hauptströmung überlagern wir eine Störung 
und berechnen aus den hydrodynamischen Gleichungen deren 
zeitlichen Verlauf. Ihre Geschwindigkeitskomponenten seien u, 
und v,. Es folgt dann aus der Kontinuitätsgleichung die Dar- 
stellung der beiden Komponenten durch ein Vektorpotential TT,: 


_ 8m, 


Oy? as ° 


Nun werden weiterhin, wie es die Methode der kleinen 
Schwingungen verlangt, TT, und seine Ableitungen als klein 
angenommen und ihre Quadrate vernachlässigt; dann ergibt 
sich aus den Grundgleichungen der Hydrodynamik die Dif- 
ferentialgleichung: 

(8) 441, (ZA, 4m). 

Um weiterhin mit unbenannten Koordinaten rechnen zu 
können, führen wir nur ein: 


U 
(4) ud r= +t. 


| 
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Verlauf kleiner Schwingungen auf reibender Flüssigkeit. 5 


Die Störung zerlegen wir in Partialschwingungen'!) von 
der räumlichen Frequenz @ in der Hauptströmungsrichtung: 


(6) TI, = f(y). 


Hierbei ist @ die Konstante, welche für den zeitlichen 
Ablauf charakteristisch ist, welche vor allem auch die 
Dämpfungsverhältnisse angibt. Eine besondere Vereinfachung, 
die nur in unserem Fall linearer Geschwindigkeitsverteilung 
der Hauptströmung auftritt, besteht darin, daß die Gleichung (3) 
TI, nur im Ausdruck ATT, enthält, daß also die Gleichung sich 
in zwei Gleichungen zerspalten läßt. Wir können setzen: 


(5 b) ATI, = p(n) 


und erhalten dann für f(y) und q(y) die beiden gewöhnlichen 
Differentialgleichungen: 


(6a) dy 
(6b) 9. 


Durch Einführung der unabhängigen Variablen 


a +iR($ — ayn) 
(a R)’s 


vereinfachen wir Gleichung (6a) zu 


deren Lösungen gegeben sind durch: 


8 
9, = 


wobei Z{ und Zi? beliebige Zylinderfunktionen mit dem 
Index !/, bedeuten. Integration der Gleichung (6b) mittels 
Variation der Konstanten führt dann zur vollständigen Lösung 
unserer Differentialgleichungen. 


1) Daß auf diese Weise die allgemeinste Störung dargestellt wird, 
ist bewiesen worden von O. Haupt, Sitzungsber. der Bayrisch. Akad. 
1912. Heft II. 
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6 L. Hopf. 


Schreiben wir 
hd) = (z’) sin x(z’ — z)dz’, 
h(2)= (z’) sin x (z’ — z)dz’, 
mit der Abkirzung 


(10) x = R’ 
so wird: 
(11) f = Af, (2) + Bh (2) + + De-™, 


Es sind nun vier Grenzbedingungen zu befriedigen; die 
beiden Geschwindigkeitskomponenten miissen an beiden festen 
Wänden verschwinden; das führt zu den Gleichungen: 


f=-=0, fürn=0, 
u. fir 7=1. 


Zur Befriedigung dieser Grenzbedingungen haben wir vier 
verfügbare Konstanten, die drei Verhältnisse B/A, C/A, D/A 
und die in z implizite vorkommende Größe £, welche den zeit- 
lichen Verlauf der Partialschwingungen bestimmt. Werden 
die Verhältnisse B/A... eliminiert, so erhalten wir zur Be- 
stimmung von ß eine vierreihige Determinante. Wir können 
diese aber auf eine zweireihige zurückführen, wenn wir die 
untere Grenze der Integrale f,, f, in Gleichung (9) passend 
wählen. 

Bezeichnen z, und z, die Werte der Variablen z für 7=0 
bzw. 7 = 1, so daß 

+iR i +i R(B—« 
so verschwinden sowohl f, (z,) und f,(z,) als auch ihre ersten 
Ableitungen, wenn als untere Grenze der Integrale Gleichung (9) 
z, gewählt wird; daraus folgt, wie man leicht sieht, 


C=D=0, 
so daß zur Bestimmung von # nur eine zweireihige Deter- 
minante übrig bleibt, die transzendente Gleichung 
(13) ha) _ 


a) An) 


ao 
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Diese Gleichung liefert bei gegebenen & und A die zugehörigen 
Werte von #, deren natürlich in jedem Fall unendlich viele 
vorhanden sind. Der imaginäre Teil von $ ist charakteristisch 
für die Dämpfung bzw. für das Anwachsen der Störung, er 
entscheidet daher über Stabilität und Instabilität der Haupt- 
strömung. 

Hat für eine bestimmte Strömung (festes AR) jeder be- 
liebige Wert von f, der zu jedem beliebigen & gehört, einen 
positiv imaginären Teil, so klingt jede beliebige Störung mit 
der Zeit ab, die laminare Hauptströmung ist absolut stabil. 

Gibt es aber für ein bestimmtes AR Störungen a, bei 
welchen einer der aus (13) berechneten Werte von 8 einen 
negativ imaginären Teil hat, so wächst eine solche Störung 
mit der Zeit an; die laminare Strömung ist gegen die be- 
treffenden Störungen instabil. 

Die kritische Zahl R, ist bei Vorhandensein solcher In- 
stabilität erzeugenden Störungen dadurch gegeben, daß kein 8 
für irgend einen Wert von @ einen negativ imaginären Teil 
hat, daß es aber ein $ für einen Wert von « gibt, dessen 
imaginärer Teil verschwindet. Die Diskussion wird aber er- 
geben, daß für beliebige « und AR nur solche f existieren, 
deren imaginärer Teil positiv ist, daß also jede beliebige 
Strömung sich gegen alle Störungen stabil verhält. Der reelle 
Teil von 8 gibt die zeitliche Frequenz, und damit die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Störungen an; kennt man , so 
kennt man auch 3/4 und damit die Funktion f, ist also im- 
stande, die Stromlinien zu beschreiben. 


$ 2. Allgemeine Orientierung und Anschluß an die bekannten 
Verhältnisse bei der Strömung Null. 

Unsere nächste Aufgabe ist, uns das allgemeine Verhalten 
der Funktionen /,, f, und ihre Näherungsdarstellungen zu 
überlegen. Unsere Funktionen sind komplexe Integrale auf 
der z-Ebene zwischen zwei Werten z, und z,, welche durch 
die Beziehung 
(14) 2, —2, = i(a 
verbunden sind, also Integrale auf einer Parallelen zur ima- 
ginären Achse. Über die Lage der Grenzen z, und z, wissen 
wir aber noch gar nichts; denn sie enthalten die Unbekannte /; 


‚en 

ier 

/A 

len | 

Be- 

nen | 

die | 

and | 
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x) 

| 

ten 
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wollen wir also näherungsweise Darstellungen verwenden, 
so müssen wir unsere Voraussetzungen hinterher durch das 
Resultat ratifizieren. Es ist leicht einzusehen, daß z. B. die 
Voraussetzung „z, und z, beide klein“ nur in einem kleinen 
Bereich kleiner a £ gelten kann, worauf später zurückzukommen 
sein wird. Dagegen zeigt sich, daß die Voraussetzung ,,z, 
und z, groB für alle vorkommenden Fälle ausreicht. Wir 
wollen. uns also zunächst das Verhalten der Funktionen f, und 
f, in diesem Falle überlegen. Fast immer, wenn es sich um 
asymptotische Näherungen von Zylinderfunktionen handelt, 
empfiehlt es sich, die sogenannten Hankelschen Funktionen 
der Rechnung zugrunde zu legen, da sie sich im Unendlichen wie 
e-Funktionen verhalten. Wir schreiben unsere Funktionen: 


2 


HY} (2 2") sin x(z — z,)dz, 
(15) 
HY (2 sin x(z — z,)dz. 


Konstanten ae ja wegen des Determinantencharakters 
unserer Gleichung weggelassen werden. Nun gilt für große 


Argumente 
HN? (z) = var! 2-55) 


jedoch nur, wenn bei der Darstellung z = re‘” der Winkel p 
die Bedingung erfüllt. 


n a 


Für andere 9 müssen die asymptotischen Darstellungen aus 
den Umlaufsrelationen erschlossen werden. Nun 

Ist in unserem Falle z = 3 der Gültigkeits- 
-+--I bereich der einfachen Näherungen (16), welcher 
i auf der x-Ebene eine Halbebene ist, wird auf 


(16) 


Fig, 2. der z-Ebene nur eine Drittelebene, welche in 
Fig. 2 mit I bezeichnet ist. Die Gebiete II und III 

der z-Ebene entsprechen den Gebieten 1/2 < m < 32/2 bzw. 
32/2 5n/2 der (verzweigten) z-Ebene. Daß nur diese 


Be 
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drei Gebiete in Frage kommen, folgt aus der Eindeutigkeit der 
Funktionen f, und f,, wovon ausführlicher gesprochen werden 
muß. Es errechnen sich nun aus den Umlaufsrelationen die 
asymtotischen Darstellungen: 


[ In II: 
HY (2) = — HR (ze”'”) 


5x 
2) if) 
a 
Hi} (x) = e'3 HY? (z e'*)+ 
3 
In III: 


HN («) = es HY (2 


Wir müssen jetzt die asymptotischen Darstellungen von 
f, und f, ausrechnen; dieselben werden aber verschieden aus- 
fallen, je nach der Lage von z, und z,. Wir wissen ja noch 
nicht, in welches Gebiet der Fig. 2 diese Grenzen unserer In- 
tegrale fallen, also auch nicht, welche asymptotischen Dar- 
stellungen der Zylinderfunktionen wir verwenden müssen. 
Liegen z, und z, beide im selben Gebiet, so können wir an 
Stelle der H-Funktionen lineare Kombinationen derselben ver- 
wenden, die sich gerade wie ei= und e-i= verhalten; dasselbe 
ist der Fall, wenn z, und z, nahe beieinander an der Grenze 
zweier Gebiete liegen; denn dort kann immer die eine der 
e-Funktionen als Summand gegen die andere vernachlässigt 
werden. Wir können also jedenfalls die Kombinationen ¢‘* 
und e-'= zugrunde legen, wenn z, und z, irgendwo nahe 
beieinander liegen, wenn also a # klein ist, d. h. physika- 
lisch, wenn entweder die Reynoldssche Zahl der Haupt- 
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strömung klein oder die Wellenlänge der Störung groß ist. 
Auf diesen Fall wollen wir zunächst eingehen. Wir erhalten 
dadurch eine Orientierung über die Lage von z, und z,, die 
uns in den Stand setzt, die für größere a R gültigen asympto- 
tischen Darstellungen von f, und f, anzusetzen. 

Vorher müssen wir aber noch eine kurze Überlegung an- 
stellen, über das Vorzeichen der Potenzen z’:, z*s, z*«, welche 
in unseren Näherungen vorkommen. Unsere Funktionen f, 
und f, sind eindeutig. Die Verzweigung der Funktionen in 


der x-Ebene ist eine dreifache, in der z-Ebene aber nur eine 
zweifache, welche durch den Faktor z’: aufgehoben wird. Man 
kann das auch durch Reihenentwickelung vom Nullpunkt aus 
verifizieren. Nun haben wir oben bereits festgelegt, daß z's 
für das Gebiet I auf der Halbebene positiv reellen Teils liegen 
soll, dadurch ist auch die Lage von z’* gegeben, und 2” ist 
so zu nehmen, wie es die benutzten asymptotischen Näherungen 
verlangen, d. h. auch mit positiv reellem Teil im Gebiet I. 
Die Gebiete II und III gehen aus I durch Drehung um e'* 
in der x-Ebene hervor; daraus ergibt sich die Lage, welche 
wir graphisch in Fig. 3 veranschaulichen. 


ony «© 


10 
z 232 
Gebiet I } | 
IN | | 
) Y 2 
o Yr 
| 7 
ZY 
== 60° - 
3 
Fig. 8. 
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t. Es sei nun zunächst a R klein;'!) dann schreiben wir mit 
n Unterdrückung belangloser Konstanten 
ie 

Zo 
— 2)dz. 
in 


Setzen wir nun z=z,—¢, so erhalten wir in erster 
Näherung: 
( — % 
2,% 
fe» *sinx(z, —z, Hat 
0 


1 
isin x (z)+2,) + cosx(z, — z,)|, 
3 
(19) | 
“e gis sin #(z, — 2 — 
0 


2 


> + 2" isin x(z — + — | 


Daraus ergibt sich: 


‚2 3 1 
ne 
an + z,/*i cos x(z, — z,) + #sin x(z, — ) ; 
, 1 —i 3 x . + i (%— 2,)20 | 
h =+ he" 3 [+ izy'h e 
en ; 
ist — 2, icosx(z, — z,) + #sinx(z, — | 
a —— 
LE 1) Die folgende Diskussion enthält nichts wesentlich Neues, son- 
‚in dern gibt nur den Anschluß an die von Rayleigh l. c. bereits durch- 
bs geführte Betrachtung von Schwingungen auf einer ruhenden Flüssigkeit; | 


dies hatte, als ich die Arbeit übernahm, Herr Prof. Sommerfeld in einem | 
Konzept zu seiner oben zitierten Arbeit bereits durchgeführt. 


; 
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Wenn wir noch den Wert von z,— 2, =i(a R)'s ein- 
setzen, so erhalten wir 
sin x(z, — 2,)=sinix(e R)'; =iSine 
(20) 
und cosx(z, — z,)=Coja 
und die transzendente Gleichung wird 
nen + Sina + «Coja 
(a 
—K e 


+% Coje +xSine 


(a R)'/s zo /2 
e 


+ % +xEine 


oder 
2 — 2 Coj Coj (a R)" 
en | + + Sin « Sin(e 


Diese Gleichung zerlegt sich in zwei einfachere, wenn wir die 
halben Winkel einführen. Es ist nämlich mit der Abkürzung 


i(a Ry" =r 
Sin(e R)*z,* Sine = — 4isin cos 5 Sin 5 Sof 5 
und "Coje 
= 4lsin? Gof?” — cos?” Sin“). 


Durch Nullsetzen des Faktors Cojx/2 erreichen wir nicht, 
daB der ganze Ausdruck verschwindet, da die Kammer fir 
diesen Wert unendlich wird. Die Klammer selbst zerfällt in 
zwei Faktoren, so daß wir die wohlbekannten Gleichungen 


a 
| 


(23) 


zu betrachten haben. 
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Zunächst haben beide Gleichungen (23) eine reelle Wurzel 
zx=a. In diesem Falle folgt aber aus (19), daß die Funk- 
tionen f, und f, identisch verschwinden, und zwar, wie man 
leicht sieht, nicht nur für z,, sondern für jedes beliebige z. 
Diese Wurzel, welche auch im weiteren Verlauf der Rechnung 
wieder auftreten wird, entspricht also einer überall ver- 
schwindenden Störung, ist daher ganz bedeutungslos. 

Außerdem besitzen aber beide Gleichungen (28) je un- 
endlich viele rein imaginäre Wurzeln, die durch ein sehr be- 
kanntes graphisches V.erfahren gefunden werden. Ihre Lage 
ist in dem folgenden Schema (Fig. 4) angegeben; die Ziffern I 
und II bedeuten dort eine der Wurzeln der ersten bzw. der 
zweiten Gleichung (23), der Pfeil zeigt den Sinn ihrer Ver- 
schiebung mit wachsendem « an. 


Fig. 4. 


Die kleinste Wurzel der ersten Gleichung liegt also z. B. 
zwischen mi und 27, und zwar bei kleinem @ in der Nähe 
von 2ri, bei großem & in der Nähe von az. Natürlich gibt 
es entsprechend dem geraden Charakter unserer Gleichungen 
auch die entsprechenden negativ imaginären Wurzeln. Da wir 
aber das Vorzeichen von z,' so festgesetzt haben, daß nur 
positiv imaginäre Werte auftreten können, brauchen wir diesen 
weiter keine Beachtung zu schenken. 

Zur genauen Berechnung, welche wir als Unterlage der 
physikalischen Diskussion in § 5 benötigen, dienen die Figg. 5 
und 6. Erstere ergibt den Verlauf von z für die Grundschwingung, 
letztere für die erste Oberschwingung in Funktion von «. 

Unsere Unbekannte # ist nun nach (12) durch die Glei- 
chung gegeben 


iRß= (a Ryhz, — 


Da z, reell negativ ist, wird @ im betrachteten Fall rein 
imaginär positiv, d. h. jede Störung klingt ab. Die wahre Zeit- 
konstante ist nach Gleichung (4) nicht $ selbst, sondern 
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Die Dämpfungskonstante ist also allgemein 


In unserem Falle ist z, = 2z,?/(@ RJ, wobei x, eine der in 
Fig. 4 dargestellten Zahlen bedeute. Die Dämpfung ist also 


04 > 
a= 1 2 3 4 5 6 7 18 9 10 
+ 02 04 06 0.8 1 12 14 + 

x 5% tg 


0,8 


04 
a: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Keit 0,2 0,4 0,6 0, 1 12 1,4 


in erster Näherung nicht von R abhängig, d. h. die Störungen, 
welche durch kleine « R charakterisiert sind, verhalten sich 
wie Schwingungen ruhenden Wassers, mag R so groß sein 
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wie es will. Unser numerisches Resultat befindet sich auch 
in voller Übereinstimmung mit dem von Lord Rayleigh, 
welcher Schwingungen ruhenden Wassers direkt untersucht 
hat. 3) 

Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V der Störungen gibt 
unsere Näherung noch keinen Aufschluß. Sie ist allgemein ge- 
geben durch 

R 2 
(25) Re (BAK) - 
In unserem Fall ist Jm(z,) = 0 oder, besser gesagt, von der 
Größenordnung der vernachlässigten Größe (« Ry’. 

Den Verlauf der Stromlinien hat schon Lord Rayleigh 
beschrieben. Allgemein ist die fiir die Stromlinien charak- 
teristische Funktion 


(26) fe) =f, - 

Für unsere bisherige Näherungsrechnung empfiehlt es sich, 
an Stelle der Form (26) die ihr vollkommen äquivalente Form 
zu benutzen: 

wobei die Konstanten 


tls 
und cme 


+ 


Es erhalten nämlich, wenn wir wieder zur ursprünglichen 
Variablen zurückkehren, diese Kombinationen bis auf belanglose 
Konstanten die einfachen Formen: 


eh, + =— 2eoszn + 2Cojen 
und 


+¢,f, — = + 2isin ey — 2i=Sinen, 


+ _ — cosx + Goja 
Ad) — 


+isinz — — Sine 


Unser Resultat wird am übersichtlichsten, wenn wir an- 
statt 7 die Variable 7 = 7 — } einführen; dann wird: 


1) Lord Rayleigh, Scientific papers 3. 
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+ = cos (— iCsin cos =) — isinz (isin 
(27)! cos 3) + Cof (oj 4102 Gin ry) 
a 
— Sinan | Sin 5) 
Gilt nun die erste Gleichung (23), so wird 


C=—itg= - 
x 2 
Es wird also 
(27a) + Sie 
cos Gof 


Gilt die zweite Gleichung (23), so wird: 


= 
= = also C=——— 
93 835 
und 
1 sinn" Sina 7’ 
(27b) —f => — . 
as 


Im ersteren Falle ist f eine gerade Funktion von 7; 
d.h. die Geschwindigkeitskomponente v, ist eine gerade, x, 
eine ungerade Funktion von 7’. Das bedeutet eine Verteilung, 


— 
Fig. 7a. Fig. Tb. Fig. Te. 


wie sie in den von Rayleigh herrührenden Figg. 7a 
und 7b aufgetragen ist; d. h. eine Schwingung der ganzen 
Strémung, die Grundschwingung und Oberschwingungen, bei 
welchen die Strémung in eine ungerade Anzahl Partialwirbel 
unterteilt ist. Trägt man sich Gleichung (27a) graphisch auf, 
so überblickt man leicht diese Verhältnisse. Fig. 7a entspricht 
der zwischen ai und 2»: gelegenen Wurzel, stellt somit die 
Grundschwingung dar; Fig. 7b gehört zu der zwischen 32i 
und 4ni gelegenen Wurzel. 
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Die ,,Knotenpunkte“ 4 und B rücken für kleine «, d.i. 
für lange Wellenlängen, ganz nahe zusammen, für große « 
auseinander; ihr Abstand erreicht aber nie ein Viertel der 
gesamten Breite. 

-Im Falle der Gleichung (27b) ist / eine ungerade Funktion 
von 7; es ergibt sich ganz analog dem ersten Fall, eine Reihe 
von Oberschwingungen mit einer geraden Anzahl von Unter- 
teilungen. Fig. 7c veranschaulicht die der ersten, zwischen 
2ni und 3: gelegenen Wurzel: entsprechende Verteilung. Die 
Knotenpunkte bei mehrfachen Unterteilungen liegen wieder um 
so näher zusammen, je kleiner «& ist, doch ist der Unterschied 
nicht so groß wie bei den ungeraden Unterteilungen. 

Was wir nun für kleine & R geleistet haben, soll allgemein 
für beliebige « R durchgeführt werden. An die physikalische 
Diskussion wollen wir aber erst dann herangehen, wenn die 
komplizierte mathematische Analyse beendet ist. Dazu dienen 
die nächsten beiden Paragraphen, in denen wir das physika- 
lische Problem zunächst vergessen wollen. 


§ 3. Gebiet konjugiert komplexer x, und %,. 

Die bisherige Diskussion hat uns gelehrt, daß für kleine 
a R (gleichgültig wie groß « und R für sich sind) jedenfalls z, 
und z, sehr große Werte annehmen, welche in der Nähe der 
negativ reellen Achse liegen. Es ist also das Nächstliegende, 
für die Hankelschen Funktionen ihre asymptotischen Nähe- 
rungen einzusetzen, welche dort gelten. Nun ist aber die 
negativ reelle Achse gerade die Grenze zweier Gebiete (vgl. 
Fig. 2), in welchen die asymptotischen Darstellungen ver- 
schiedene Gestalt haben. Die Integrale, welche unsere Funk- 
tionen f, und f, darstellen, werden verschiedene Werte haben, 
und unsere Transzendente also verschieden aussehen, je nach- 
dem z, oder z, im selben oder in verschiedenen Gebieten 
liegen. Zwar solange sich z, und z, nicht zu weit von der 
reellen Achse entfernen, können wir jedenfalls rechnen, wie 
wenn sie im gleichen Gebiet lägen. Wir wollen aber auf 
diese Rechnung nicht eingehen, da sie nur zeigt, daß in Wirk- 
lichkeit z, im Gebiet II, z, im Gebiet III liegt; es soll daher 
gleich die Gleichung für diesen Fall aufgestellt werden. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 2 
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Wir haben also zunächst die Funktionen f, und f, nach 
Gleichung (15) zu berechnen unter der Voraussetzung, daß die 
untere Grenze z, im Gebiet II, die obere Grenze z, im Ge- 
biet III liegt; für die H-Funktionen setzen wir die durch 
Gleichung (17) und (18) gegebenen asymptotischen Näherungen 
ein; da diese verschieden für die Gebiete II und III lauten, 
müssen wir das Integral von z, erst zu einem Werte z, führen, 
für den die beiden Näherungen identisch werden, der also 
etwa auf der negativ reellen z-Achse liegt, und von dort zum 
Werte z,. Im Schlußresultat stehen dann natürlich keine 
Glieder mit z, mehr. Lineare Kombinationen von f, und f, 
die wegen des Determinantencharakters unserer Gleichung 
noch möglich wären, vereinfachen die Rechnung nicht. 

Es wird also nach (15), (17) und (18), bei Unterdrückung 
gleichgültiger Konstanten: 


2 z 


2 


% 


_ 


+ie”'3 ) sinx(z — z,)dz, 

(28) 

h = f sin x(z — z,)dz 
% 


| +f 2,7" sinx(z — z,)dz. 
2 
Diese Ausdrücke bringen wir auf die Form: 
1 
(28a) fi, = 21,8) — (Zp 21, 
Zur Berechnung brauchen wir die Integrale: 

wenn und 

Wir berechnen diese Integrale für große Werte von ¢ durch 


partielle Integration; wir vernachlässigen ¢—! gegen 1; dagegen 
wollen wir nicht ¢ klein gegen x° setzen, da ja «= a/R 
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und wir « jeden beliebigen Wert geben wollen. Wir erhalten 
dann: 


2 2 
a x 


(29) .2 
+.) 


2 -! 
-i— ins % le 


1 
== . 
® at—x 


Daraus folgen die in Gleichung (28a) stehenden Funk- 
tionen: 


F =ie' (x2 . ie’ (ra ” 
1 + x + x 
e 3 
— x 
ie! % ‘Is (xa + x 
i (x2 Xo “le 
e 3 


Hieraus erhalten wir schlieBlich nach (28a): 


"{— cos x(z) — z,) + 2, — z,} 
i—z -i, 2/2 


% % 
80) — 2 + z,*isin x(z, —z 
er 0 1 0 0 1 


x 
3° {ixcosx(z, — 2) 


— z,"sinx{z, — 2)- 


Die Ableitungen f’,, sind nach z, auszuführen; sie er- 
halten bei Vernachlässigung kleiner Glieder, die Werte: 
9* 
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— x’ sin x (z,— 2,) 
— x7 cos +i 
(31) 
f= "| — x? sin x(z, — z,) 


+3) 


+ ix? sin x (z,—z,) + #2, /cosx(z, —z,)} \ 

Bilden wir nun unsere Gleichung (13) und berücksichtigen 
die Beziehungen (20), so erhalten wir, nach einigen einfachen 
Umformungen, die Gleichung: 


+ i(zile zis + Sin asin ( — zi) 
(32) + Coje + z's — x?) Cm ae] — + 
Dies ist die Transzendente in einer sehr allgemeinen Form, 
die für alle Fälle ausreicht; die einzige Voraussetzung, die wir 
noch gemacht haben, ist, daß die Unbekannten z, und z, so 
groß sind, daß die Hankelschen Funktionen durch das erste 
Glied ihrer asymptotischen Entwickelungen ersetzt werden 
können, und daß z, im Gebiet II, z, im Gebiet III der Fig. 2 
liegt. Die Diskussion wird zeigen, daß für beliebige reelle « 
und A diese Voraussetzungen erfüllt sind. Immerhin ist die 
Gleichung in dieser Gestalt noch sehr kompliziert; man kann 
sie aber nun zur numerischen Diskussion geeignet umformen, 
wenn man einführt: 


(83) { 


2, = 


Wir dürfen nicht einfach schreiben z, =re-ir, da dann 
für ein zwischen 0° und 180° gelegenes g z, und z, nicht im 
selben Blatt liegen; z, und z, müssen aber nur um die 


Strecke i(@ Ry» voneinander entfernt sein; sie müssen also 
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durch eine Parallele zur imaginären Achse verbunden werden 
können. Machen wir die Substitution (33) so zeigt sich, daß 
Gleichung (32) rein reell wird für reelle Werte von « und R, 
daß unendlich viele reelle Wertepaare r,q Wurzeln darstellen, 
welche als Verallgemeinerung der im vorigen Paragraphen für 
kleine « R gefundenen Wurzeln angesehen werden müssen. Auf. 
den physikalischen Sinn dieses Verhaltens soll erst später 
eingegangen werden. 

Unsere Voraussetzungen fordern nur, daß r einen großen 
Wert habe, und daß 60° < m < 180°. 

Gleichung (32) erhält nun die Gestalt: 


2 sin Cof «cos cos 32. 
+ 7 Sin « sin COS 
x 


$r 3p 
1 p _ sin 


2 cos 2g — 4~ cosp + 2: 


Diese Gleichung kann graphisch gelést werden; man gibt 
sich bestimmte « und AR, läßt m von 180° bis 60° gehen, 
rechnet das zu jedem p gehörige r aus der, Gleichung (14) 
äquivalenten Beziehung 


(14’) 2rsin p = (a Ry 
und berechnet so die linke Seite von (34). 

Für kleine Werte von @ und beliebige R wird « sehr 
klein; ferner können wir Gof c = 1 und Sin« = « setzen, und 
Gleichung (34) erhält in diesem Spezialfall die einfachere, nur 
noch von dem einen Parameter (a A): abhängige Form: 

2 sin cos 3 7’: cos se} — (a RY! sin Cos 


+ 22008 (a —2cos2g=0. 


Am bedeutungsvollsten fiir die Diskussion der Gleichungen 
(34) und (84’) ist der Umstand, daß wir rasch veränderliche 
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und langsam veränderliche Glieder unterscheiden müssen, 
Rasch veränderlich sind 


4, 
4 h cos und ed 


Liegt p in der Nähe von 180°, so wird nämlich r nach 
(14°) sehr groß, so daß in der Grenze p = 180°, sich sowohl 
die Argumente des cos und sin, als auch der Exponent der 
e-Funktion dem Werte —oo nähern. Daraus folgt, daß das 
Glied mit der e-Funktion in diesem Bereich zu vernach- 
lässigen ist, wie übrigens aus der Herleitung der Formeln zu 
erwarten war. Die anderen Glieder zeigen sehr schnelle Os- 
zillation und infolgedessen eine unendliche Anzahl von Wurzeln, 
die einem gm ~ 180° entsprechen. Dies sind die im vorigen 
Kapitel diskutierten Oberschwingungen. Nimmt @ ab, so steigt 
das Argument 

4 cos 2% 

3 2 
zu kleineren negativen Werten, und zwar, für kleine « 2 sehr 
schnell, wie folgende Tabelle für « 2 = 1 illustrieren möge: 


Tabelle 1. 
| «= — cos 
179,5° -15,2 = — 870° 
179° —10,75 = — 615° 


175° | — 2,40 = — 187,5° 
| 


Damit haben wir den Anschluß an die Überlegungen des 
vorigen Paragraphen gefunden. Im Grenzfall kleiner & R wird 
der imaginäre Teil von z,, der ja (a R)/2 gleich ist, immer 
kleiner gegen den reellen Teil, die Wurzeln liegen immer 
näher an den im vorigen Paragraphen gefundenen (negativ reelles 
2, also p = 180°). 

Die in Tab. 1 eingeführte Größe z ist in der Grenze ganz 
identisch mit der Größe z, welche in Gleichung (22) auftritt. 
Ersetzt man in (34) die langsam veränderlichen Größen durch 
ihren Grenzwert für g = 180°, so gelangt man ohne Schwierig- 
keit zur Gleichung (21) zurück. 

Uns interessiert hauptsächlich die niedrigste Wurzel von (34), 
die Grundschwingung, welche schon im vorigen Kapitel sich 
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als die am wenigsten gedämpfte erwies, und die diesen Cha- 
rakter auch beibehält. Sie liegt bei einem Wert von z zwischen 
—rz und —2n; die Tabelle zeigt, daß man bei kleinem « R 
in dieses Bereich gelangt, noch ehe man sich wesentlich von 
gy ~ 180° entfernt hat; die Wurzeln liegen ja auch nach den 
Rechnungen des vorigen Paragraphen nahe bei sehr großen 
negativ reellen Werten. Wächst & R, so sieht man der Größe z, 
welche man nach (14°) in der Form schreiben kann 


3 
sen 
3 2 sin’? 

ohne weiteres an, daß man, um auf Werte z von der Größen- 
ordnung —r zu kommen zu immer kleineren Werten von ¢ 
fortschreiten muß; die numerische Diskussion zeigt, daß gleich- 
zeitig auch r stark fällt; die Wurzeln z,, z, rücken zu Werten 
mit kleineren negativ reellem Teil vor; ihr imaginärer Teil 
wird immer größer, = + i(« R)/2. 

Dies Verhalten müssen die Wurzeln von (34) zeigen, bis p 
in die Nähe des Wertes 120° gelangt; dort geht sin $ 
von negativen zu positiven Werten über, und mit sin $ 
auch der Exponent der e-Funktion. Nun ist klar, daß das 
Glied mit der Exponentialfunktion rasch über den Wert 1 
hinauswächst, wenn » < 120° wird; infolgedessen wird dieses 
Glied schnell größer als die anderen Glieder der Gleichung (34), 
deren rasch veränderliche Faktoren von der Größenordnung 1 
sind. Bei Werten von 9, welche wesentlich kleiner als 120° 
sind, liegen also sicher keine Wurzeln. 

Nach diesem qualitativen Überblick wollen wir uns nun 
der quantitativen Diskussion zuwenden, und zwar knüpfen wir 
zunächst an Gleichung (34’) an, d. h. wir beschränken uns zu- 
nächst auf den einfacheren Fall kleiner «. 

Die folgenden Figg. 8—12 stellen die Funktion ®, d. i. 
die linke Seite der Gleichung (34) als Funktion von r dar und 
zwar soweit, daß man die ersten beiden Wurzeln darauf 


erkennt, Tab. 2 ergänzt die Figuren durch numerische Werte: 


der Wurzeln. Die Kurven muß man sich nach rechts hin 
oszillierend mit unendlich vielen Nullstellen fortgesetzt denken, 
entsprechend den Oberschwingungen, nach links hin sehr stark 
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ins negativ Unendliche ansteigend. Bei der Kurve für «R=1 2 
(Fig. 8) ist letzteres allerdings zunächst nicht der Fall; die kul 
Kurve nähert sich für kleinere r wieder der Abszisse an und vel 
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schneidet sie nochmals; diese kleinste Wurzel ist aber 
durchaus nicht als Grundschwingung anzusprechen; sie liegt 
in der Grenze für «R=0 bei z=(0, für nicht kleine a bei 
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z,=x°, entspricht also der im vorigen Kapitel schon dis- 
kutierten Wurzel z = « von Gleichung (22), welche identisch 
verschwindende Stromlinien darstellt. 


Fig. 12. 


Tabelle 2. 


Grundschwingung Erste Oberschwingung 


r 
383 
81,5 
17,6 
4,45 
3,80 
3,58 


=] 
nd 
i 
Fig. 11. 
LAST 
| 
| 
| 
1 39,5 43,5’ 21’ 
10 8,4 7°20’ 8° 30’ 
100 2,75 57° 35’ 81° 30’ 
170 3,10 63° 25’ | 46°50" 
230 3,46 62° 10’ 58° 40’ 
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Die zwei betrachteten Wurzeln rücken mit wachsendem aR 
zu immer kleineren Werten von r; sie nähern sich einander 
auch immer mehr an; die kleinste Wurzel hat ein Minimum 
von r zwischen « 2 = 100 und a R = 170 zu durchlaufen. Die 
Figuren zeigen ohne weiteres dieses Näherrücken (man beachte 
den verschiedenen Maßstab der Abszisse r!) und man sieht, 
daB fir «R>230 die ®-Kurve bald an Stelle der zwei 
Durchschneidungen der Abszisse nur ein Maximum im Nega- 
tiven aufweisen wird. Die Gleichung (34’) hat für diese großen 
Werte des Parameters « & zwei reelle Wurzeln weniger. Was 
an deren Stelle tritt, wird im nächsten Paragraphen zu be- 
sprechen sein. 


Hier müssen wir aber noch die Diskussion der Gleichung 
(34) für größere « durchführen. Im wesentlichen, qualitativ, 
bleibt der Charakter der Wurzeln erhalten, wieder haben wir 
bei m = 180° die unendlich vielen Oberschwingungen, welche 
in der Grenze in die im vorigen Paragraphen besprochenen 
übergehen, wieder die Unmöglichkeit von Wurzeln für wesent- 
lich kleinere g als 120°. Quantitativ ändert sich aber manches, 
und um einen Überblick zu gewinnen, sollen einige numerische 
Resultate beigefügt werden. Die numerische Diskussion wird 
sehr erleichtert, wenn wir bedenken, daß für große « erstens 
das Glied ohne Gina und Goja@ gegen die anderen wegfällt, 
zweitens Gina ~ Coj« wird, und infolgedessen das Glied mit 
Sine, welches den Faktor — enthält, fast überall 
viel größer wird als das mit Coj@ multiplizierte, dessen Faktor 
cos g/2 ja < 1. Ausgenommen sind nur die Stellen, wo x ~ r’/; 
diese sind einfach zu bestimmen; dort muß man die ganze 
Gleichung (34) zugrunde legen. Sonst können wir immer die 
vereinfachte Form benutzen: 


(34”) D= (1 _ 5) sin _— (1 + 


Für g wesentlich > 120° fallen die Wurzeln dieser Gleichung 
zusammen mit denen von sinz = 0, in Übereinstimmung mit 
dem in $ 2 für kleine & R und große « gefundenen Resultat, 
dessen Gültigkeitsbereich also ziemlich weit über den ursprüng- 
lichen hinausgeht. Für größere aR kommt die niedrigste 
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xR | Wurzel aber wieder in Bereiche g ~ 120° und das Glied mit 
ler # der e-Funktion spielt seine Rolle. Die Figg. 18, 15 und 16 
um 15 
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zeigen das Resultat der numerischen Diskussion. In Fig. 13 
ist «R = 10; damit die Näherung noch gelte, muß « etwa >3 
sein, der Parameter x = «/(« R)'s kann also alle Werte durch- 
laufen von oo bis hinab zu etwa 1,4. Die ®-Kurve ist fast überall 
gegeben durch sinz, nur nicht an den Stellen, wo rt ~ x, 
Die Kurve x = ©, d.h. «= oo stellt also die Grenze dar, 
wo nirgends diese Abweichung stattfindet; für große x (große a) 
werden Oberschwingungen modifiziert; für «<= 3 (Kurve I) 
macht sich die Abweichung in den beiden untersten Schwin- 
gungen bemerkbar; die Wurzeln rücken zu größeren Werten 
von r, und zwar die zweite stärker als die erste; man muß 
sich die Kurven so fortgesetzt denken, daß die dritte Wurzel 


nw 


Fig. 16. 


der Kurve II sich fast vollständig deckt mit der vierten Wurzel 
der Kurve I, die vierte von II bereits ganz zusammenfällt mit 
der fünften von I usf. Die Wirkung der Stelle 7’: ~ x besteht 
so allgemein darin, daß die dort liegenden Wurzeln nach 
größerem r verschoben werden, so daß im Intervall r = 0 bis 
r = einer Zahl m eine Wurzel mehr liegt, wenn m < x, wie 
wenn m>x. Schematisch (nicht quantitativ!) zeigt Fig. 14 
dieses Verhalten. Die Kurve III der Fig. 13 für x= 1, die 
als untere Grenze der Kurven mit verschiedenem Parameter x 
zu betrachten ist, zeigt die erste Wurzel noch weiter ver- 
schoben bis r= 6,5. Vergleichen wir Fig. 13 mit der eben- 
falls für « R = 10, aber für kleine a gezeichneten Fig. 9, so 
sehen wir, daß die kleinste Wurzel (und ebenso alle weiteren) 
bei um so kleinerem r liegt, je größer « ist; nach Fig. 13 ist 


die untere Grenze im betrachteten speziellen Fall r = 2,4; 
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nach Fig. 9 die obere Grenze r = 8,4. Die zweite Nullstelle 
der Kurve III Fig. 13 müssen wir uns, wie Fig. 14 andeutet, 
vollständig zusammenfallend mit der dritten Nullstelle der 
Kurve I denken. Fig. 15 zeigt das analoge Verhalten für 
aR=100. Ist x = oo, so sind die ersten beiden Nullstellen 
bereits nicht mehr reell; an ihre Stelle ist ein Maximum der 
Kurve getreten; also für große & zeigt die ®-Kurve bereits 
bei «R = 100 ein Verhalten, welches sie bei kleinem « erst 
bei «R > 230 darbietet. Die Kurve II der Fig. 15 mag als 
untere Grenze der Kurven dienen, welche durch die zugrunde 
gelegte Formel angenähert werden können. Diese Kurve gibt 
wieder reelle Wurzeln, und ihr Vergleich mit Fig. 10 zeigt 
wieder den Übergang zu dem früher betrachteten Grenzfall. 
Fig. 16 liefert eine Ergänzung zu Fig. 11. 


Tabelle 3. 


Grundschwingung Erste Oberschwingung 


| nicht nicht reell 

| 2,62 4,00 30° 10° 
8,50 41°30’ 


3,02 66°40’ 3,46 53° 10° 


So überblicken wir die Wurzeln unserer transzendenten 
Gleichung (34) für beliebige «, soweit z, und z, konjugiert 
komplexe Größen sind. Für kleine «R erwies sich dies als 
allgemein richtig; für «aR = 100 zeigten die höheren Ober- 
schwingungen noch dies Verhalten; die Grundschwingung und 
erste Oberschwingung ließen sich aber nicht mehr so be- 
stimmen, wenn & groß angenommen wurde; für kleine « 
blieben alle Wurzeln von (34) reell bis a# = 230; für größere 
«R sind die ersten beiden Schwingungen für beliebige a nicht 
mehr aus reellen Wurzeln von (34) zu bestimmen. Und es ist 
klar, daß für noch weiter wachsende «AR immer mehr und 
mehr Oberschwingungen sich verhalten werden, wie bei unseren 
numerischen Rechnungen die zwei niedrigsten. 
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Es ist nun die Frage, wie die nicht reellen Wurzeln 
unserer Gleichung (34) zu bestimmen sind. Dies soll im fol- 
genden Paragraphen behandelt werden; die physikalische Dis- 
kussion, für welche diese Änderung im Verhalten der Wurzeln 
natürlich außerordentlich wichtig ist, soll dann erst in Angriff 
genommen werden. 


$4. Die übrigen Wurzeln der tr denten Gleichung. 


Da die Wurzeln, welche wir nun suchen, nicht mehr 
durch reelle, aus Gleichung (34) folgende Werte von 
und r ausdrückbar sind, können wir sie auch nicht mehr 
durch graphische Aufzeichnung dieser Gleichung erhalten. 
Wir haben von der durch (34) gegebenen Form unserer 
Transzendenten keinen Vorteil mehr zu erwarten, greifen 
darum auf die ursprüngliche Form (82) zurück. Für das 
Bisherige war von ausschlaggebender Wichtigkeit, daß die 
rasch veränderlichen Glieder cosz und sinz reelles Argument 
hatten und die e-Funktion einen reellen Exponenten. Dies 
wird bei den nun gesuchten Wurzeln nicht mehr der Fall 
sein; dann aber liegt es nahe (und bewährt sich im folgenden 


auch), cos und sin als Summe bzw. Differenz zweier e-Funk- 


tionen zu schreiben und die eine gegen die andere wegzu- 
streichen. Ob allerdings e'=> e-'= oder umgekehrt, können 
wir nicht vorhersagen; es existieren beide Möglichkeiten und 
sie führen auch beide auf Wurzeln, welche unser Problem 
lösen. 


Beiden Fällen gemeinsam ist das Wegfallen des letzten 
Summanden auf der linken Seite von (32). 
I. Es sei zunächst: 


cosz = tei... sing = Lei, 
2 2? 
Es nimmt dann (32) die Form an: 
[x (2, + z,"*) Cofe + (2,2, + Sin @]e' 
+ — 2," — x?) Sine]e” tg Goleta) 0 
oder 


Cof + (xy + m) Gina 
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II. Analog verfahren wir mit der anderen Möglichkeit: 


cosz = le-i 
2 
In diesem Fall wird (32): 
2, z,'* — #2) Sin a]e”'3 _ até 

— Cof @ + — Sina 

(36) oder e + Cof a — (ah + Gine’ 


Die Gleichung (35) enthält in den Grenzfällen kleiner 
und großer x die Größe z, nicht mehr; ebenso verhält sich 
Gleichung (36) in bezug auf z,; die Lösungen in den Grenz- 
fällen lassen sich leicht angeben. Es sei wieder zuerst x 
klein, was ja jetzt, da wir es mit großem « R zu tun — 
für jedes mäßige « erfüllt ist. Dann wird (33): 


# + 5) 


4.4 
oder Zu +, 


87) 


wobei n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

Unseren Voraussetzungen nach muß z,' (vgl. Fig. 3) einen 
negativ reellen Teil haben; also sind nur negative n zu ver- 
wenden; n = 0 führt auf kleine Werte von z, und ist deshalb 
nicht zu brauchen. Nun haben wir eine unendliche Anzahl 


von Wurzeln 2 


wobei m von 1 bis oc alle Werte durchlaufen kann. 
Analog lautet die Auflösung von (36°) in unserem Grenz- 
fall kleiner x: 


—1 


(2n+ 1)m 


oder 3 


Nach Fig. 3 muß z," einen positiv reellen Teil haben, 
daher haben wir jetzt nur positive n zu betrachten; fir n = 0 
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gilt dasselbe wie oben, so daß wir eine unendliche Anzahl 
Wurzeln erhalten: 


(38) z= + (2m + >) 


wobei m, wie oben, alle ganzen Werte von + 1 bis + oo durch- 
laufen kann. 


Es gibt also zwei Scharen von Wurzeln, welche an Stelle 
der reellen Wurzeln der Gleichung (34) treten, dementsprechend, 
daß immer zwei Wurzeln zugleich den Charakter konjugiert 
komplexer z,, z, verlieren. 


Bei der einen Schar hat z, einen festen Wert vom Ab- 
solutbetrag [3 (2m + })a]** und dem Argument + 120° (vgl. 
Fig. 3), während z, mit wachsendem « AR Werte mit immer 
größerem negativ imaginären Teil annimmt; bei der anderen 
Schar erhält z, einen festen Wert vom gleichen Absolutbetrag 
wie der entsprechende Wert von z, bei der ersten Schar, 
aber mit dem Argument — 120°, also konjugiert komplex dazu, 
während z, einen mit (a A) wachsenden positiv imaginären 
Teil erhält. 


Die zwei obersten Schwingungen, welche jetzt absolut 
symmetrisch sind, und also beide als Grundschwingungen an- 
gesprochen werden müssen, sind durch die Werte gegeben: 


LE 
(39) | Il. 
-i120° i 
2, = 3,26 e + i(a z, = 3,26e 
(3,26 — — 1,63 + 2,822). 


— 1120 


Es wird gut sein, wenn man sich gleich klar macht, für 
welche & R diese Lösung gelten kann und warum sie für 
kleinere « R versagt. Bei der Herleitung der Gleichung (35) 
haben wir vorausgesetzt, daß e~‘t*"* eine große Zahl sei, sonst 
hätten wir die nicht damit multiplizierten Glieder nicht streichen 
dürfen; es muß also, wo unsere Näherung gelten soll, z,’: einen 
positiv imaginären Teil haben; dies ist aber nach der Fig. 3 nur 


| 
Un 
sch 
ein 
etw 
Re 
sch 
Jet 
se 
nu 
m 
| ab 
al 
| 
W 
| 
] 


Verlauf kleiner Schwingungen auf reibender Flüssigkeit. 33 


der Fall, wenn das Argument von z, größer wird als 240°. 
Unsere numerischen Werte (39) ergeben daher für die Grund- 
schwingungen eine untere Grenze (a AR)": > 5,6; dies stimmt über- 
ein mit dem Resultat des vorigen Paragraphen, wonach bei 
etwa 6,2 der Übergang stattfindet. Auch darin finden wir das 
Resultat des letzten Paragraphen wieder, daß höhere Ober- 
schwingungen erst bei größeren «% den Charakter der im 
letzten Paragraphen besprochenen Wurzeln verlieren. Wir 
sehen nämlich leicht, daß sie auch entsprechend später den 
nun beschriebenen Charakter annehmen. Für n=2 (Gleichung 37) 
muß z. B. (« R)': > 8,56 sein. 


Ist x nicht klein gegen z,’*, so finden wir wieder ganz 
ähnliche Abweichungen wie im vorigen Paragraphen. Der extreme 
andere Fall, sehr großes x führt von (35’) auf die Gleichung 


Dies ergibt 


(40) 5 (2m = A = 


2 


wenn m dieselbe Bedeutung hat wie oben. 
Entsprechend führt Gleichung (36) zu 


3 1 */, —i120° 
(41) z= [+ (2m +) n| e 

Die Lösungen haben bei sehr großem x genau denselben 
Charakter wie bei kleinem x, die konstanten Werte z, bzw. z, 
haben sogar in den beiden Extremfällen das gleiche Argument 
+ 120°; ihr absoluter Wert ist aber kleiner, nämlich für die 
Grundschwingungen 
(42) = 2,32, sodaß z,,=- 1,16 + 2,017. 

Einen Blick wollen wir der Vollständigkeit halber auf 
den Übergang zwischen den Lösungen (40) und (37) werfen, 
also auf den Bereich z, ~ x*. Wir müssen die rechte Seite 


von (35) entwickeln, und zwar von x = 0 und von x = w an. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44, 3 
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Zuerst nehmen wir den Fall kleiner x vor, erhalten also die 
Änderung, welche an der Lösung (37) anzubringen ist, wenn» # das 
nicht mehr vernachlässigt werden soll. Gleichung (35) wird die J z° 


Form erhalten: zwi 

Wir setzen: a 

so wird: Ist 
ui: 2x Cotg « — 160° 


Daraus z,": = dem früheren Wert — const x- Cotg « » e~ :150°, 
Analog entwickeln wir von x = oo an, und erhalten als Fort- W 
setzung der Lösung (40) für kleiner werdende « 


wi 
4 kö 
e (3*' 3) = (1 2 >) er 
8), 3 1 ’ 
Daraus, wenn = - (2m il 
const 
Das Verhalten dieser Wurzeln ist dargestellt in Fig. 17. ( 
Man kann sich durch numerische Rechnungen leicht überzeugen, | 
daß sich das exakte z,': nie wesent- G 
lich von der negativ reellen Achse [4 
a entfernt, also z, auch nicht wesent- W 


ge} lich vom Strahl 
Wir haben jetzt die Diskussion 


a zu vervollständigen durch die Unter- 

<2 _” suchung des Ubergangs von den im ( 
17 vorigen Paragraphen behandelten Wur- 

EURE zeln zu den in diesem Paragraphen ( 
behandelten. Wir beschränken uns auf den Fall kleiner «, 

somit auf den Bereich der Näherungsgleichung 


(43) sin — 


36% ")zo (vgl. Gl. (84”). 


. 
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Die nicht darunter fallenden Wurzeln zeigen ja qualitativ 
dasselbe Verhalten. Wir haben im Übergangsgebiet jedenfalls 
z* — z,"* = 2x ungefähr reell und von der Größenordnung 
zwischen a und 2x; z,'* + z,'* = 2y sehr klein, da ja z, und 
in der Nähe der Strahlen e+‘! liegen. 

Zwischen z, und z, besteht noch die Beziehung z, — z, 
=i(a R), also 


(44) (y + af — (y — 2} = RY. 


Ist nun z.B. y= 0, so lautet Gleichung (43): 
1 


sin = 
8 2 


oder 
4s = — 510° = — 8,90. 


Wir haben so eine Lösung der transzendenten Gleichung, 
wissen aber noch nicht, zu welchem «A sie gehört; dies 
können wir erhalten durch Einsetzen in. Gleichung (44). Es 
ergibt sich 


i(a Rye = — (— 2fh = | | mit Rücksicht auf 
die Festsetzung der Fig. 3. 


= | x's |2isin 


(a = 6,15. 
Gerade bis zu diesem Wert haben wir (« 2) im vorigen Para- 
graphen verfolgt. Nun wollen wir (& A)", ein wenig weiter 
wachsen lassen. 

Wir setzen — 510° +& und y sehr klein, dann 
wird Gleichung (43): 

1 an, & . n 1 4 

(48’) 


Gleichung (44) wird durch Entwickelung nach § und y: 


(44’) | 2isin = + 2cos 


8 


— = + R)h. 
| 


die 
nx 
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Hierbei sind Glieder mit y*|x-‘s| bzw. vernachlässigt, 
Solche sind offenbar von kleinerer Größenordnung als die in 
(43') beibehaltenen Glieder & und y?. 

Es sei nun (¢ = 27/3 + 0° und werde die 
Größe o°|x";| mit 0 bezeichnet, so erhalten die Gleichungen 
(43°) und (44’) die einfache Gestalt: 


3 4 
8 
und LV iy=o0 


Diese Gleichungen ergeben: 


+1) 


-Ziy=40 +4 (+1). 


Dies Resultat zeigt, daß für negative o, also für (a A) 
< 6,15, & rein reell wird, entsprechend den in § 3 diskutierten 
Wurzeln, während für positive o, also wachsendes (a Ry), & 
komplex wird mit positiv oder negativ reellem Teil und 
—4/3iy, der Exponent der e-Funktion in unserer transzen- 
denten Gleichung, komplex wird mit positiv reellem Teil, ein 
Verhalten, das den Ubergang zu unserer Näherung § 4 dar- 
stellt. Aus £ und y lassen sich leicht z, und z, berechnen; 
die Gleichungen (45) sind verwendbar bis fast (« A)": = 7. 

Wir haben somit die mathematische Diskussion der Som- 
merfeldschen Turbulenzgleichung beendet; einige kritische Er- 
gänzungen sind aber noch nötig. Wir haben bei Aufstellung 
der Grundgleichung (32) vorausgesetzt, daß die Variable z groß 
sei, und zwar haben wir die Hankelschen Funktionen mit dem 
Argument #2’: durch das erste Glied ihrer asymptotischen Ent- 
wickelung ersetzt. Der kleinste Wert, den z, im Verlauf un- 
serer bisherigen Rechnungen erhält, ist der für große a und 
grobe « # in Formel (42) nämlich |z,|= 2,32. Bei der Inte- 
‘gration von z, nach z, treten aber noch kleinere Werte auf; 


der kleinste ist offenbar dem reellen Teil von z, gleich, also 
im Absolutwerte = 1,16. 
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An dieser Stelle ist das Argument der Hankelschen 
Funktion 22‘ = 0,83, also keine große Zahl. Die Vernach- 
lässigung, wenn man die Funktion A, (x) durch das erste Glied 
ihrer asymptotischen Entwickelung ersetzt, ist von der Größen- 
ordnung des zweiten Gliedes, beträgt 

5 
8a 122 


also an der schwächsten Stelle unserer Rechnung 5/72-0,83, 
was immer noch keine 10 Proz. ausmacht. Der Index } ist 
fir asymptotische Rechnung besonders giinstig, da er nicht 
sehr verschieden von 4 ist, dem Index, fiir welchen Zylinder- 
funktion und erstes asymptotisches Glied exakt gleich werden. 
Noch günstiger für unsere Rechnung liegen die Verhältnisse 
dadurch, daß das Gebiet nicht sehr großer z doch nur 
sehr klein ist im Vergleich zum ganzen Integrationsweg von 
z, bis z, und wenig zum Gesamtwert des Integrals beiträgt. 
Bei der Berechnung der Stromlinien im nächsten Paragraphen 
fällt der Fehler schwerer ins Gewicht, und wird auch, wie wir 
sehen werden, etwas größer; aber dabei kommt es uns auf 
10—20 Proz. gar nicht an. Im übrigen ist es nicht schwer, 
eine zweite Näherung zu rechnen, aber nicht interessant. 


Eine andere Frage ist die, ob die von uns diskutierten 
Wurzeln auch wirklich alle Wurzeln der Sommerfeldschen 
Transzendenten sind. Es ist aber nicht anzunehmen, daß für 
größere & R Schwingungen auftreten, welche nicht ihr Analogon 
für kleine aR haben, und die von uns diskutierten Wurzeln 
charakterisieren die im § 2 für kleine « R diskutierten Schwin- 
gungen für beliebige Werte von a und A, stellen also ein voll- 
ständiges Schwingungssystem dar. Man könnte nur noch auf die 
Vermutung kommen, daß vielleicht auch für kleine x & noch eine 
Schwingung existiert. Bei unserer Rechnung in $ 2 hatten 
wir ja vorausgesetzt, daß z, und z, groß sein sollen. Es ist 
aber nicht a priori auszuschließen, daß eine Wurzel der Trans- 
zendenten mit kleinem z, und z,, welche ja für kleine « & von 
derselben Größenordnung sein müssen, existiert. Ich habe die 
Rechnung durchgeführt, will sie aber hier nicht mitteilen, da 
sie keine Wurzeln ergibt. Wir haben also die von uns be- 
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rechneten Wurzeln als die einzigen, das aus ihnen berechnete 
System von Schwingungen als ein vollständiges anzusehen. 


Auch die Rechnung für negative «, also für Wellen, 
welche entgegen der Hauptströmung fortschreiten, ist ohne 
Schwierigkeit durchzuführen; es ergibt sich aber kein anderes 
Resultat; nur vertauschen z, und z, ihre Rollen. 


§ 5. Physikalische Diskussion. 


Nachdem wir in den vorigen Paragraphen das mathe- 
matische Problem gelést haben, und die Wurzeln der Sommer- 
feldschen Gleichung für jede beliebige Strömung % und jede 
beliebige Störung @ kennen, ist für die physikalische Dis- 
kussion die Basis geschaffen. Wir können den Verlauf 
kleiner Schwingungen auf einer laminaren Strömung einer 
reibenden Flüssigkeit vollständig beschreiben. Als erstes und 
wichtigstes Resultat bemerken wir, daß der reelle Teil von z, 
stets negativ ist; daraus folgt, daß jede betrachtete Störung ge- 
dämpft ist und also mit der Zeit abklingt. Eine Instabilität 
der laminaren Flüssigkeitsbewegung, wie sie von Reynolds 
vermutet wurde, ist also mit der Methode der kleinen Schwin- 
gungen nicht festzustellen, ist also in dem einfachen Sinn 
sonstiger mechanischer Stabilitätsbetrachtungen nicht vor- 
handen. Wir haben nun die Aufgabe, welche in den bis- 
herigen Arbeiten über unser Thema noch nicht in Angriff 
genommen wurde: den Verlauf dieser gedämpften Schwin- 
gungen genauer zu verfolgen. 


Wir sind in den vorigen Paragraphen von drei verschie- 
denen Seiten an unsere Gleichung herangegangen, und werden 
dementsprechend drei Typen von Schwingungen zu unter- 
scheiden haben. Als 1. Typus wollen wir die (in $ 2 dis- 
kutierten) Schwingungen bezeichnen, die im wesentlichen ver- 
laufen wie Schwingungen auf ruhendem Wasser (aperiodisch, 
z, rein reell) und deren physikalisches Verhalten wir oben 
bereits qualitativ beschrieben haben. Diese Schwingungen sind 
als Grenzfall eines 2. Typus aufzufassen, der durch konjugiert 
komplexe Werte von z, und z, charakterisiert ist ($ 3). Für 
diesen Typus gestalten sich die numerischen Rechnungen am 
kompliziertesten, da die transzendente Gleichung in diesem 
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Gebiet nur graphisch, nicht formelmäßig gelöst werden konnte. 
Der 3. Schwingungstypus (§ 4) ist schließlich charakterisiert 
durch konstante Werte von z, oder z,. 

Zunächst geben wir eine Darstellung der Dämpfung der 
Schwingungen in Funktion von « und R. Nach Formel (24) 
ist diese charakterisiert durch die Zahl A= — (o Ry Re (z,) + @°. 


40 


(70) 


Fig. 18. 


Tabelle 4. 


ak 


| 
100 { 
| 


|| 


ovuw - 


170 { 


8 


230 
| endlich 
| 
Wir beschränken uns auf die Grundschwingung und ent- 
nehmen den Wert Re(z,) für den 1. Typus der Fig. 5, für 
den 2. Typus den Tabellen 2 u. 3, für den 3. Typus den 
Formeln (37) u. (40). 
Wir erhalten Tab. 4, graphisch aufgetragen in Fig. 18 u. 19. 


£ 
or or 


| 


8 


te 
n, 
30 
| 
| 
0 = 2 4 5 5 10 
t 
3 
- 
- aR | a | —Re xy —Re 
| 39,5 
j | 37,7 0 1,47 
| 82,5 4,64 1,22 
1 | 28,5 9,28 0,95 
I 15,6 5,54 1,18 
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Zum Zeichnen der Figuren benutzen wir außer diesen 
Zahlwerten die aus Gleichung (34’) bekannte Tatsache, daß z, 
für kleine & nur von & R abhängt, also alle Kurven a R= const 
für «=O parallel zur Abszisse ansetzen. Die gestrichelten 
Linien bedeuten Asymptoten im Unendlichen. Die Kurven 
der Fig. 19 nähern sich alle derselben Asymptote. Für 
«R< 1 würden wir eine Schar von Kurven erhalten, welche 
alle der Kurve «AR = 1 ähnlich, größere Werte von 
— Re (z,) ergeben. Aus diesen Kurven berechnen wir 
nun leicht die Fig. 20 u. 21, welche die Dämpfungs- 
konstante A einmal als Funktion von # mit dem Parameter a 


@R= 00 


aR:17 


-Rei2,) 
—a 2 4 6 8 10 
Fig. 19. 


und einmal als Funktion von & mit dem Parameter 2 dar- 
stellen. In Fig. 20 ist aus Praktischkeitsgründen nicht A, 
sondern fs die Abszisse. Die mit a und 5 bezeichneten 
Stellen der Kurve «=0,1 in Fig. 20 bezeichnen den (natür- 
lich nicht scharfen) Übergangspunkt von einem zum anderen 
Schwingungstypus. Der 1. Typus erstreckt sich etwa soweit 
als die Kurve parallel zur Abszisse verläuft, der 3. Typus ist 
durch eine Parabel dargestellt, beim 2. Typus wird ein be- 
stimmtes Minimum erreicht. Dies Minimum unterscheidet sich 
aber nicht viel von dem Werte der Dämpfung beim 1. Typus; 
es liegt für «=0,1 bei R>700 mit dem Werte 29, rückt 
für größere «, somit für kleinere R zu etwas aber nur sehr 
wenig größeren Werten. Mit der beobachteten Instabilität 
der laminaren Flüssigkeitsbewegung hat dieses Dämpfungs- 
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minimum aber wohl nichts zu tun, dazu ist es zu unbedeutend. 
Die gelegentlich ausgesprochene Vermutung, daß die Turbulenz 


120 


4¢ 


A 


Fig. 21. 


nicht durch anwachsende, sondern durch schwach gedämpfte 
kleine Schwingungen hervorgerufen werde, müssen wir für 
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unseren speziellen Fall also ablehnen. Zu Fig. 21 ist nur zu 
bemerken, daß das Minimum mit wachsendem R bei immer 
kleineren und kleineren @ liegt; jede Kurve beginnt ja mit 
dem Werte 4 = 39,5. 

Die Dämpfung der Oberschwingungen ist eine wesentlich 
kleinere wie die der Grundschwingung für kleine «; für 
große & überwiegt der Summand «? und die Unterschiede von 
Re(z,) spielen keine Rolle. Bei kleinem & verhält sich die 
Dämpfung der Grundschwingung zu denen der Oberschwingungen 
beim 1. Typus wie 22:32:42:...; beim 2. Typus ist die Ab- 
nahme entsprechend dem Zusammenrücken der z,-Werte für 
die verschiedenen Wurzeln kleiner, beim 3. Typus ist das Ver- 
hältnis 15%:21%:27%:.., also wesentlich größer. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Schwingungen ist 
nach Gleichung (25) durch 


gegeben. 


Die Näherungsrechnung unseres 1. Typus sagte über diese 
Größe nichts aus; beim 2. Typus war stets: 


m(z) . 


Erinnern wir uns, daß 2 = 9 Uh/u, so folgt: V = U/2; 
das bedeutet, daß die Schwingungen mit der mittleren Strö- 
mungsgeschwindigkeit fortschreiten, also einfach von der 
Strömung mitgenommen werden. 


Beim 3. Typus ist entweder 
m (Zo) 
3 m(z,) = (@ c, 


wobei die Konstante c, je nach der Größe von «, nach (39) 
und (42) zwischen 2,82 und 2,01 liegt. Wir erhalten für die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit diesesSchwingungstypus entweder 


oder 


ce 


V= (a U, 


oder 


(a R) Is 
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In § 4 stellten wir schon fest, daß c/(« R)* stets <!/, sein 
muß, mit wachsendem @ R sinkt es zu beliebig kleinen Werten; 
d. h. physikalisch: die Schwingungen dieses Typus werden nicht 
mehr von der mittleren Strömung mitgenommen, sondern 
schreiten mit einer Geschwindigkeit fort, die sich der Ge- 
schwindigkeit einer der beiden festen Wände mehr und mehr 
annähert. Die ruhende und die bewegte Wand spielen natür- 
lich aus Symmetriegründen die gleiche Rolle. Zu den Ober- 
schwingungen gehören andere Werte von Im(z,. Die Kon- 
stante c ist größer, je höher die Ordnung der Oberschwingung 
ist, bis sie die obere Grenze (a Rj':/2 erreicht. Die physika- 
lische Bedeutung dieses Verhaltens ist die, daß eine Schwingung, 
deren Partialschwingungen zum Teil dem 3. Typus angehören, 
nicht als ganzes von der Flüssigkeit mitgenommen, sondern 
auseinandergerissen, in ihre Partialschwingungen zerlegt wird; 
wir haben eine Art Dispersion, aber nicht nur hinsichtlich 
der Partialschwingungen & in der z-Richtung, sondern auch 


hinsichtlich der durch verschiedene $# oder z, charakteri- 


sierten Partialschwingungen in der y-Richtung. Gehören in 
einem speziellen Fall alle Partialschwungungen dem 1. und 
2. Typus an, so entfällt alle Dispersion, die Schwingung 
schreitet als Ganzes, alle Partialschwingungen schreiten gleich 
schnell fort. 


Wir kommen nun zur Diskussion der Stromlinien selbst. 
Diese gestaltet sich am einfachsten für den 1. Wellentypus, 
für welchen wir sie qualitativ ja auch schon erledigt haben. 
Wir ergänzen die Rechnungen des $ 2 hier durch einige quanti- 
tative Angaben. Es ist allgemein 

1 df i(Br—aé) 
| v=Re fe 


(46) 


Beim 1. Typus ist f rein reell, also die Schwingungs- 
phase für alle 7, alle Stromschichten dieselbe; es ist einfach 


(47) 


u =u, cos (Pr — 


v = v, sin (Bt — @§). 
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Figg. 22 u. 23 geben u, und v, als Funktion von 7 für 
die Grundschwingung, berechnet nach Formel (27a) für 
«a=0,5 und «=4,8. Von R hängt die Gestalt der Strom- 
linien nicht ab, wie man der Formel (27a) ansieht. Je 
größer &, um so mehr 
rückt das Maximum von 


R u, nach der Mitte der 
Strömung. Da die ge- 
1 _ zeichnete Grundschwin- 


gung die am wenigsten 
, gedämpfte ist, müssen 
0 NGS wir schließen, daß eine 


aus Partialschwingun- 
i [ gen vom 1. Typus be- 
stehende Stérung in der 

2 Mitte der Strémung 
Fig. 22. am wenigsten gedämpft: 


wird; dies ist bemer- 


EN auf die späteren Resul- 
1 tate beim 3. Typus. 
GroBe Schwierig- 


|, keit bereitet die Be- 


7/0 0,6 rechnung der Strom- 
249 

\ linien fürSchwingungen 

1 7 vom 2. Typus. Hier 

ist man ganz auf nu- 


-2 merische Rechnungen 
Fig. 23. angewiesen, die zwar 
prinzipiell einfach, aber 
doch recht umständlich sind und die auch nicht sehr 
genau werden, da vielfach die einzelnen Werte als Differenzen 
großer Zahlen erhalten werden. Am genauesten läßt sich 
die Berechnung für kleine & und «R = 230 durchführen, da, 
wie die Figuren des § 3 zeigen, die Nullstelle hierfür am 
genauesten berechnet ist. Wieder gilt die Beziehung (46), 
aber in der einfachen Form (47) läßt sich das Resultat jetzt 
nicht mehr darstellen, denn f und df/d sind jetzt komplex. 
Wir schreiben jetzt 


kenswert im Hinblick ° 
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47 
v =v, cos(Br + w) 
und zeichnen u, %, g und wy als Funktionen von 7 auf. Es 
ist am praktischsten, die Anfangswerte von gm und wy so zu 
wählen, daß @ in der Mitte gleich Null wird; es erweist sich 
dann auch yw in der Mitte gleich Null. Überhaupt bleibt 
sowohl hinsichtlich der Amplituden, wie hinsichtlich der Phasen 
die Symmetrie um die Mitte durchaus gewahrt. Den Formeln 
läßt sich das nicht ohne weiteres ansehen, aber es liegt in der 
Symmetrie des physikalischen Problems begründet. Die Werte 
von g und w in den Punkten „= 0 und „=1 muß man 
durch Grenzübergänge berechnen mit Hilfe von d?f/dn?. Be- 
rechnet sind die aufgetragenen Größen nach den Gleichungen 
ho, ei 

(48) und 

d d 

fl) um _ = hue (v+ 3), 


welche sich von (26) nur durch i belanglosen komplexen 
Faktor if,(1) unterscheiden. Die Funktionen f, (m) und f, (m) 
und ihre Ableitungen folgen aus den Gleichungen (30) und (31) 
für kleine x, d.h. für «<(« R) in der Form: 

7 
f és?" Cofj an 31 zh 


- Zle 


+ 27% 
= (- Coj an — eet) 


i 2 „3, 
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Diese Gleichungen gelten jedoch, wie Fig. 3 zeigt, nur solange 
Im(z)<0, also wenn 1 =>7=0,5. Im Intervall O=7=0,5 
sind sie, wie aus (17) folgt, zu ersetzen durch: 


fi = 2 3 (- Coj an — 


+ 27 ‘lee 
=f, +iz Cof eg — 
2 1 0 0 - 


2 


—iz-he *3 
(50) df, 
zu e {— a Sin a _ 2, R)': Cof n} 
.2 
dfs 


df, 1/, 1 


+ i(a z- ‘ne ze, 


Eine Kontrolle für die Richtigkeit der Rechnung hat man 
darin, daß die Symmetrie fürn > 0,5 und 7 < 0,5 richtig heraus- 
kommt. Der Rechnungsgang ist ja ein ganz verschiedener, 
da f, und f, durchaus nicht symmetrisch sind. Eine weitere 
Kontrolle ergibt die Berechnung der Determinante (13), die 
verschwinden muß. Die Vereinfachungen für kleine « sind 
leicht zu sehen. 


Fig. 24 zeigt die berechneten Größen für «2 = 230 und 
kleine @; sie ist genau berechnet und wird durch Tab. 5 
erganzt. 


Es muß noch bemerkt werden, daß der Fehler in der 
Mitte der Strömung infolge der Verschiedenheit der Formeln 
(49) und (50) nicht, wie bei der Abschätzung in $4, durch 
das zweite Glied der asymptotischen Entwickelung, sondern 


2 
durch das in unserem Fall etwas größere Glied e'T’” be- 
stimmt wird; dies Glied beträgt etwa 10 Proz. des Gliedes 


igen, 


der Fehler ist aber im Schlußresultat etwas größeı, 
weil die groBen Zahlen sich zum Teil wegheben. 


Ver 


Tahelle 5. 
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(UT) | 2.090 + 28900 — 090 — | „ggz,? L'E + 910 — sg - — 
+ 2 898'0 — 892'0 090 + 060 — | 60 

: 6S 2780 — #80 2980 — 280 8% + — 2060 - | 80 

SL 2961 — 2988 — 680 + — 290 — | 90 
090239 98°8 — — 618 — SLL 299% — | | oo 
EL 61a | 21080 - 19% — 19's + — rest + | 
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Fig. 25 gilt für «R= 100 und kleine «; hier ist die 
Genauigkeit nicht sehr groß; die eben erwähnten Kontrollen f kei 
te konnten nicht verwandt | 8° 


werden, da die Punkte f ein 
für 7 > 0,5 nur als Dif. | ku 
ie AN ferenzen großer Zahlen | au 
/ \ erhalten werden können | dr‘ 
und zu große Fehler 
4 \ aufweisen, solange man | 42 
nicht die Nullstelle ge- 

nauer als in § 8 be- 
/ \ stimmt und dieGrößenf § pu 
und df/dn etwa mit gu 
der Rechenmaschinebe- § ei 
0 rechnet. Da es uns hier § di 
“ nur auf das qualitative te 
| Verhalten ankommt, | al 
“a mögen diese Beispiele | d 
14 für den 2. Schwingungs- | de 

| / typus genügen. Phy- 
80 sikalisch ist beson- | q, 
| / a dershervorzuheben,daß | « 
& | | beim 2. Typus auch in | jj 
4 der MitteeineGeschwin- | x 
digkeitskomponente u § 4 
der Strömung vorhan- | 
den ist, daß also viel | jg 
xy mehr wie beim 1. Typus § 
WE 7 die durch die Grund- | y 
- 80 schwingung dargestellte § a 
/ aR:230 Strömung sich nach der |} 
/ Mitte hin konzentriert. | ii 
bt Die störende Bewegung |; 
-140 hält also in der Mitte |; 
am längsten den dämp- | 1 
. fenden Reibungskräften stand. Die Bewegung in der Mitte istnun |; 


nicht mehr wie beim 1. Typus senkrecht zur Hauptströmung ge- 
richtet, sondern schief und zwar nach (47) so, daß positivem v | 
positives « entspricht. Den Verlauf deutet Fig. 26 an. 


~ 
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Der Wirbel durchsetzt die ganze Flüssigkeit; die Flüssig- 
keit schwingt als Ganzes, aber das in Fig. 26 gleichfalls ein- 
gezeichnete Geschwindigkeitsgefälle der Hauptströmung übt 
eine Art verdrehender Wir- 
kung auf die Stromlinien 
aus; die Größe dieser Ver- 
drehung ist in den einzel- 


7 
nen Schichten verschieden / 
und wird durch die Phasen 2 


g und yw bestimmt. / / \ \ 
Die von unsals1. Ty- 1 


pus bezeichneten Schwin- 4 \ 
gungen sind eigentlich nur 
ein einfacher Grenzfall > 
dieses 2. Typus, charak- fa 

terisiert durch g = 0 über- 
all; w=+90°, je nach- 
dem 7=0,5undu=Oin 


der Mitte. 20 

Prinzipiell verschie- L 
den sind die Schwingungen 
des 3. Typus; ihr physika- _,, 
lisches Verhalten ist in 


keiner Weise durchGrenz- xy 
übergang aus dem 2. Ty- 

pus zu verstehen, wie es 
ja nach der Berechnung “beim 
der dazu gehörigen Wurzeln auch nicht zu erwarten ist. 
Wir haben hier zwei Grundschwingungen, welche in bezug 
auf z, und z, ganz symme- 
trisch sind, deren Strom- 
linien also auch ganz 

symmetrisch verlaufen; es Fig. 26. 
genügt also, die eine ge- 
nau zu beschreiben; wir wählen die mit konstantem, von # un- 
abhängigem z,, für welche nach (39) gilt: 


2, = 3,26 ei 120° z, = 3,26 e‘120° — 
Hierbei ist wieder x klein gesetzt, also darf « nicht zu groß 


Annalen der Physik. IV. Folge. 44, 4 
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sein. Für die Stromlinien gelten natürlich wieder die For- 
meln (49) und (50); das Charakteristische für die Schwingungen 
des 3. Typus liegt nun darin, daß die einzelnen Summanden 
dieser Gleichungen, welche beim 2. Typus alle von der gleichen 
Größenordnung waren, jetzt von ganz verschiedener Größen- 
ordnung sind. 


z-Ebene z%-Ebene 


Fig. 27. 


Fig. 27 zeigt die in Fig. 3 allgemein auseinandergesetzte 
Lage von z’: für unseren speziellen Fall. Wir sehen zunächst, 


daß z,' reell ist, infolgedessen etig von der Größen- 
ordnung 1; daß aber z,’* einen positiv imaginären Teil hat, 
um so größer, je größer wR. Infolgedessen ist für alle diese 


— 


Schwingungen e ‘3 eine sehr große, cine 
kleine Zahl. Daraus folgt ohne weiteres, daB f, (z)>f, (2) 
ist und daher nach (48) f überall mit sehr großer Näherung 
durch f,(z) dargestellt wird. Das ist freilich nicht der Fall 
in unmittelbarer Nähe der Wand 7 = 1, aber bereits in sehr 
kleiner Entfernung davon, da ja f,(z) mit fallendem z, also 


fallendem n, wie e ‘3° , d.h. sehr schnell, abnimmt. 
Wir sehen der Fig. 27 in Verbindung mit Gleichung (49) 
noch mehr an. /, enthält zwei Summanden mit den Faktoren 


‚2 3, : 
ets yon der Größenordnung 1 und einen Summanden mit 


2 3 
dem Faktor e*'s*". Dieser Faktor wird, wie wir sahen, 


für z = z,, d.i. in der Nähe der bewegten Wand, verschwindend 
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klein und bleibt es auch, bis z’* einen negativ imaginären Teil 
erhält; dies ist der Fall in der schraffierten Hälfte der z”-- 
Ebene, welche dem schsaflierten Gebiet der z-Ebene entspricht. 
In diesem Gebiet wird e' 3°" stark steigen und wieder fallen, 
bis es in der Nähe der ruhenden Wand wieder von der Größen- 
ordnung 1 wird und sich gegen die anderen Summanden weg- 
hebt, wie es ja wegen der Grenzbedingungen sein muß. Da 
nun für wachsendes &R die obere Grenze z, einen immer 
größeren negativ imaginären Teil erhält, also immer weiter 
vom schraffierten Teil der z-Ebene wegrückt, da ferner der 
imaginäre Teil von z = («R)':n, so folgt daraus ohne weiteres 
das qualitative Verhalten der Schwingungen vom 3. Typus: 
In einem bestimmten Bereich erhalten die Stromlinien dieses Typus 
einen Wert, der sehr groß ist gegen die Werte in der übrigen 
Strömung, und zwar wird dieser Bereich (in n gemessen) enger 
und enger und rückt näher und näher an die feste Wand heran, 
je größer «R wird. Bei unserer speziellen Schwingung (z, fest) 
nähert es sich der ruhenden Wand; betrachtet man die andere 
Schwingung, so tauschen z, und z,, wie schon in $ 4, ihre 
Rollen; f,(z,) wird >f, (z,) und die bewegte Wand spielt die- 
selbe Rolle, wie bei uns die ruhende. Die Symmetrie ist, wie 
es in unserem Problem liegt, gewahrt. 


Wir wenden uns zur quantitativen Diskussion. 


Wir entwickeln e'3*" nach Potenzen von x Es ist 
nach (35): 


/s x? 
-1-— Cotge. 
% 
Daraus erhalten wir: 
9, 
iz, (1 _ Cotg « } (Sojen + Sin «n) 
0 


+ (Gof «n ~ Sinen)| +2 


4* 


‘or- 
gen 
den | 
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jen- 
Ya Ye 2 
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und da in erster Näherung IT ae Tt (vgl. 84), wird bis 
auf belanglose Konstanten 

(1) —2CotgaGinay + 


was für n< 0,5, wie beim 2. Typus, zu ersetzen ist durch: 


f = 2 Coj ay — 2CotgeSinen 


= u: ‚2 
x + 
Daraus = 2aSina — 2a Cotg a 
(52) + (@ 9 
x a 
und für 7 < 0,5 entsprechend 
af 


2 « Sin«en — 2«CotgeCojen 
mete 


2 
>, — |e'3° 3" 


Tabelle 6. 
| 2 Cof an — 2Cotge&inen 
| 

| a=0 | a=10 
0 | 2 2 
0,2 1,6 0,27 
0,4 1,2 0,02 
was 1,0 0,01 
0,6 | 0,8 0 
0,8 0,4 0 
1 0 0 


Diese Ausdriicke zerfallen offenbar in zwei Teile; erstens 
die ersten beiden Summanden, welche die Eigenschaft haben, 
von R unabhängig zu sein, zweitens den dritten Summanden, 
der, solange x klein ist, von « unabhängig ist und auch 
von R nicht direkt abhängt; der Wert der Zahl wR be- 
einflußt, wie wir oben sahen, die Größe und Lage des 7-Be- 
reiches, in welchem dieser Summand hervortritt, nicht aber 


: 

. 
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?910°0 + 8900 =, $9—89'T — = 
‘ | 
18‘T | $9980 + — = T | segs — go 98'S 
LFS $28'0 + = G1'9 | 2460 — 89T — = 
0091? = | = 97,9 89°1 
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0 | 288s + 89 — = 98'S 
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die Form des Ausdruckes; dies erleichtert die numerische 
Rechnung außerordentlich. Nach den Voraussetzungen unserer 
Rechnung sind auch die beiden mit « multiplizierten Sum- 
manden im Ausdruck df/dn gegen den mit («.%)' multi- 
plizierten zu vernachlässigen. Als numerische Unterlage der 
Figuren dienen die vorstehenden Tabellen 6 und 7. 

Die Figg. 28, 29 und 30 bringen Beispiele für den 
3. Wellentypus und werden ergänzt durch Tab. 8. 


Tabelle 8. 


(a = 10; «=0 (« = 100 
f n | fa=0 fa=10° 
0,28 10,8 e~ 126° 0,028 10,85 e~ 
0,38 7,99 0,038 8,67 8,12 
0,56 1 0,96 0,056 1,64 1,08 
0,78 0,40 0,078 1,82 0,88 


x— 
hu, q 


--%. Naherung 
für 


> 


7 
Fig. 28. 


Die Phasen gm und wy sind nicht aufgetragen; sie sind 
für uns nicht wichtig, haben aber Bedeutung bei Ausrechnung 
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von Größen, welche in « und v quadratisch sind (Energie- 
größen). df/d ändert sich überhaupt der Form nach nicht, 
nur die zu bestimmten df/dn-Werten gehörigen »-Werte 
hängen von «R ab. In Fig. 29 sind die Punkte hu, /(a A)’ 
eingetragen, aber der Übersicht halber nicht durch eine 
Kurve verbunden, in Fig. 30 wären sie mit denen in Fig. 29 
identisch. 


In Fig. 28 ist noch eine Näherungskurve für Av,/« ein- 
getragen, in der einfach gesetzt ist: 


Im interessanten Teil werden die Kurven dadurch ganz 
gut wiedergegeben; so hat man relativ einfache Formeln, denen 
man Näherungsrechnungen beliebiger Art über Schwingungen 
vom 3. Typus — und das sind ja wahrscheinlich im Gebiet 
R> Rk, die einzig wichtigen — zugrunde legen kann. Das 
geradlinige Stück der Kurve hv,/a, welches auch in Fig. 28 
zwischen 7 = 0,8 und 7=1 zu sehen ist, enthält nur die 
Glieder der Tab. 6, und stellt eine wirbelfreie Bewegung dar. 
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Mit wachsendem & werden diese Glieder immer bedeutungs- 

loser. Auch wenn «& über (a R)' hinauswächst, so daß x nicht 

mehr klein ist, treten sie mehr und mehr zurück. 
Entwickeln wir nämlich (35’) für große x, so wird 


3, 


und in Gleichung (51) an Stelle der beiden ersten Summanden 
der Ausdruck 


as 
x 


Cotg Cofay — Sine 7) = 


x 


der schon wegen des sehr kleinen Gliedes z,':/x vernach- 
lässigt werden muß. Der dritte Summand modifiziert sich 


t 
ye 0 02 04 06 08 1 


R= 1008 ig. a 
Fig. 30 


nach Gleichung (42) nur unbedeutend, entsprechend dem 
kleiner werdenden Gebiet von 3m (z”:) < 0; bei fallendem z, 
(vgl. Fig. 27) drängt sich die Bewegung auf einen noch engeren 
Bereich zusammen. 

Die ganze beschriebene Störung bewegt sich nach (25) mit 


der Geschwindigkeit "-_ U fort, d. i. mit der an Stelle 


(a Ry. 3 


und 
heiß 
lich 
fluss 
an 

wen! 


il 

st 

Sc 
H 

zu 

in 

sc 

ve 

12 hi 

| ‘ 

| 

| 
| 


h 


em 
2% 
ren 


mit 
elle 


Verlauf kleiner Schwingungen auf reibender Flüssigkeit. | 57 


ihres Maximums herrschenden Geschwindigkeit der Haupt- 
strömung. Ganz entsprechend verläuft die andere Grund- 
schwingung, welche sich in der Nähe der anderen Wand zu- 
sammendrängt und mit der bei ihrem Maximum herrschenden 
Hauptströmungsgeschwindigkeit fortschreitet. Im Gegensatz 
zu den zwei anderen Typen sind die Schwingungen des 3. Typus 
in der Mitte viel stärker gedämpft als in der Nähe der Wände. 
Und während bei den anderen Typen eine einzige Grund- 
schwingung existiert, also die Schwingungsphasen und Ampli- 
tuden über den ganzen Querschnitt eindeutig zusammenhängen, 
verlaufen jetzt die beiden Grundschwingungen hinsichtlich Phase 


\ 


Z,- Werte 
x z,-Werte 


Fig. 31. 


und Amplitude ganz unabhängig voneinander. Physikalisch 
heißt das, daß Jede beliebige Störung so abklingt, daß schlieB- 
lich nur von den Wänden, und zwar ohne gegenseitige Beein- 
flussung, Störungen auszugehen scheinen, ein Verhalten, welches 
an reibungslose Flüssigkeiten gemahnt. Es sieht aus, wie 
wenn sich die Wirbelung von der Wand ablöste. 
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Betrachten wir schließlich noch ein vollständiges System 
von Schwingungen. Die Fig. 31 zeigt schematisch die Lage 
der zu den verschiedenen Oberschwingungen gehörigen Werte z, 
und z,. Man sieht, wie bei bestimmtem @ # die Oberschwin- 
gungen so lange dem 3. Typus angehören, bis (# R)= 23 m (z,), 
wobei z, für höhere Oberschwingungen größere und größere 
Werte annimmt, bis diese Grenze erreicht ist; die noch höheren 
Oberschwingungen gehören dem 2. Typus, im Grenzfall dem 
1. Typus an. Die entsprechenden Schwingungen mit z,-Werten 
auf dem Strahl g = 240° sind der Übersicht wegen in der 
Figur weggelassen. 

Das Verhalten der Oberschwingungen vom 3. Typus können 
wir aus der Fig. 31 leicht ablesen. Ganz analog der Grund- 
schwingung nehmen sie bedeutende Werte nur an, solange das 
Argument von z zwischen p = 120° und m = 240° liegt; das 
Maximum liegt aber bei größeren Werten von 7, also tiefer 
im Innern der Strémung; und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
bleibt immer der am Maximum herrschenden Hauptstrémungs- 
geschwindigkeit gleich. Die Unterteilungen der Flüssigkeit, wie 
wir sie bei den Oberschwingungen des 1. und 2. Typus fanden, 
fallen hier ganz weg. 

Je größer «R wird, um so mehr Oberschwingungen ge- 
hören dem 3. Typus an; mehr und mehr Stromschichten zeigen 
dasselbe Verhalten wie die direkt an der Wand verlaufende 
Grundschwingung; die Phasen und Amplituden der Störungen 
in den einzelnen Stromschichten werden unabhängig von- 
einander, jede Schicht nimmt die Störung mit der dort 
herrschenden Hauptgeschwindigkeit mit; die störende Be- 
wegung hält der Verdrehung, wie wir sie beim 2. Typus kon- 
statierten, nicht mehr Stand und wird auseinandergerissen. 

Damit nähert sich die Störungsbewegung in ihrem Strom- 
linienverlauf dem Verhalten der reibungslosen Flüssigkeiten 
an; der Grenzfall «= 0 wird identisch mit dem Grenzfall 
R= oo. Denn setzen wir in Gleichung (3) u = 0, so können 
wir diese Gleichung befriedigen, wenn wir in jeder Schicht 4 
setzen: 8 =a-n, d. h. physikalisch: die Störung in jeder 
Schicht wird von der Schicht unverändert mitgenommen und 


1) Lord Rayleigh, l.c. oder H. Lamb, Hydrodynamics p. 596. 
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verläuft ganz unabhängig von den Störungen in den anderen 
Schichten. Dies Verhalten ist aber in der Theorie der 
reibungslosen Flüssigkeiten nur in unserem speziellen Fall 
linearer Geschwindigkeitsverteilung in der Hauptströmung 
richtig; es ist darum nicht ausgeschlossen, daß auch in der 
Theorie der reibenden Flüssigkeiten diese Verteilung sich 
prinzipiell anders verhält wie andere Verteilungen, vielleicht 
auch in bezug auf die Stabilität. 


Zusammenfassung. 


Es wird über eine Arbeit von Sommerfeld referiert, in 
welcher die Methode der kleinen Schwingungen auf das Turbu- 
lenzproblem angewandt wird. Der zeitliche Verlauf der kleinen 
Schwingungen wird dort durch eine Konstante bestimmt, welche 
als Unbekannte in einer sehr komplizierten transzendenten 
Gleichung steht. 


Diese Gleichung wird gelöst und mit Hilfe der Wurzeln 
der Verlauf der kleinen Schwingungen auf einer Strömung 
reibender Flüssigkeit hinsichtlich Dämpfung, Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und Stromlinien beschrieben. 

Es zeigt sich, daß die Strömung sich gegen alle Störungen 
stabil verhält. 

Es ergeben sich drei Typen von Schwingungen: 

Die Schwingungen des 1. Typus verhalten sich wie Schwin- 
gungen einer ruhenden reibenden Flüssigkeit. Die Ober- 
schwingungen entsprechen mehrfachen Unterteilungen der 
Flüssigkeit. 

Die Schwingungen des 2. Typus zeigen dasselbe Verhalten 
im allgemeinen; die einzelnen Stromlinien sind aber infolge 
der Hauptströmung gegeneinander verdreht. Jede beliebige 
Störung wird als Ganzes von der mittleren Hauptströmung 


‚ mitgenommen und ist am wenigsten gedämpft in der Mitte. 


Die Schwingungen des 3. Typus sind im Gegensatz dazu 
in der Nähe der festen Wände am wenigsten gedämpft. Die 
Oberschwingungen stellen nicht mehrfache Unterteilungen der 
Flüssigkeit dar, sondern die Störungen in verschiedenen Strom- 
schichten. Wachsende Ordnungszahl der Oberschwingung ent- 
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spricht wachsender Entfernung dieser Stromschicht von der 
festen Wand. 

Jede Stromschicht nimmt die in ihr enthaltende Störung 
mit der dort herrschenden Hauptgeschwindigkeit mit. Die 
Störung wird auseinandergerissen. Dadurch wird das Ver- 
halten reibungsloser Flüssigkeiten angenähert. 


Aachen, Januar 1914. 


(Eingegangen 20. Januar 1914.) 
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2. Über eine Methode zur Bestimmung der Ober- 
flüchenspannung amorpher Körper; 
von B. Berggren. 


(Mitteilung aus dem Physik. Institut der Universität Stockholm.) 


Während die Methoden zur Bestimmung der Oberflächen- 
spannung flüssiger Körper sehr zahlreich und eingehend ge- 
prüft sind, entbehren wir solche betreffs fester Körper bis 
jetzt fast völlig, und es ist uns daher sogar die Größen- 
ordnung der bezüglichen Kapillaritätskonstanten bis heute noch 
unbekannt. 

Der erste Versuch einer Schätzung stammt von Quincke?) 
her, der, indem er die verhältnismäßig größere Festigkeit 
dünner Drähte der Einwirkung einer Oberflächenspannung zu- 
schreibt, diese Oberflächenspannung aus der bekannten Ver- 
änderung der Festigkeit mit dem Radius berechnet. Die so 
erhaltenen Werte sind von einer beträchtlich höheren Größen- 
ordnung als die nach den gewöhnlichen Methoden für die- 
selben (oder anderen) Körper im flüssigen Zustande gefundenen. 

R. Girtler hat unlängst auf theoretischem Wege für 
festes Eis einen gleichfalls sehr hohen Wert hergeleitet.) Es 
fehlt uns aber bis jetzt an Methoden, diese Ziffern experi- 
mentell zu kontrollieren. 

Die einzige zuverlässige Bestimmung, die den Bereich der 
wahren Flüssigkeiten überschreitet, rührt von I. Ignatjew® 
her. Es ist diesem Forscher gelungen, die Methode der 
Größenbestimmung von Tropfen auf „festes“ Pech anzuwenden. 
Seine Werte der spezifischen Kohäsion schwanken zwischen 
5,35 und 6,00 qmm bei 16—24° C. und sind mithin annähernd 
von derselben Größe, wie man sie für Flüssigkeiten findet. 


1) G. Quincke, Pogg. Ann. 134. p. 358. 1868. 
2) R. Girtler, Wien. Ber. 117a. p. 889. 1908. 
3) I. Ignatjew, J. d. russ. phys. chem. Ges. 4. p. 71. phys. T. 
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Die von mehreren Forschern studierte Zusammenschrump- 
fung dünner Metallfolien bei erhöhter Temperatur ist indessen, 
wie zuerst Chapman und Porter!) betont haben, aller Wahr- 
scheinlichkeit nach der Einwirkung einer Oberflächenspannung 
zuzuschreiben. Während bei niedrigeren Temperaturen die 
Festigkeit des Blattes die Zusammenziehung verhindert, er- 
reicht man nach Ch. und P. mit steigender Temperatur, wenn 
die Festigkeit schneller als die Oberflächenspannung abnimmt, 
einen Punkt, wo diese überhandnimmt, und die Schrumpfung 
beginnt. Dieselbe Betrachtungsweise findet man bei Tam- 
mann?), der eine vollständigere Theorie geliefert hat, indem 
er die Struktur der Blätter (es sind ,,Lamellenpakete“) be- 
rücksichtigt, die Einwirkung der Blätterdicke voraussagt und 
zeigt, wie man aus Festigkeitsmessungen die Oberflächen- 
spannung erhalten kann. Experimentelle Bestimmungen nach 
dieser Methode sind von H. Schottky ausgeführt worden?), 
geben aber nur die Summe der Oberflächenspannungen des 
Lamellenpaketes. Die Theorie ist jedoch nicht völlig be- 
friedigend. Der von Ch. und P. gefundene Nichteinfluß 
etwaiger Belastung auf die Zusammenziehungstemperatur steht 
nach der Theorie nicht mit der von S. beobachteten, überaus 
großen Veränderlichkeit derselben mit der Blätterdicke in 
Einklang. Die Festigkeit ist auch schon in theoretischer Hin- 
sicht kein genügender Begriff, und die von S. der Oberflächen- 
spannung mit Unrecht zugeschriebene Abnahme derselben mit 
abnehmender Dicke der Folien ist jedenfalls zu berücksichtigen, 
was nicht geschehen ist. 

Als ich die vorliegende Arbeit unternahm, wählte ich 
daher eine andere Betrachtungsweise. Wenn ein Blatt (oder 
Draht) infolge der Oberflächenspannung sich zusammenzieht, 
ist dieses Phänomen in Wirklichkeit als ein Fließen zu be- 
trachten. Die Deformationsgeschwindigkeit wird bestimmt 
teils durch die Oberflächenspannung (samt etwaigen äußeren 
Kräften), teils durch die Viskosität des Stoffes. Da diese mit 


1) J.C. Chapman and H.L. Porter, Proc. Roy. Soc. 83. p. 65. 1909. 

2) G. Tammann, Nernst-Festschrift, p. 420. 1912; Gött. Nachr. 
p. 557. 1912. 

8) H. Schottky, Nernst-Festschrift, p. 428. 1912; Gött. Nachr. 
p. 480. 1912. 
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abnehmender Temperatur schnell ansteigt, so ist es klar, 
weshalb die Deformationsgeschwindigkeit (abgekürzt: D.G.) 
unter der Wirkung kleiner Kräfte, wie der Oberflächenspan- 
nung (O.S.), bei niederen Temperaturen nicht merklich ist. — 
Es existiert nach dieser Auffassung keine bestimmte Tem- 
peraturgrenze. 


Theorie der Methode. 


Im folgenden beschränke ich mich auf Fäden, weil ich 
nur solche angewandt habe. Sehen wir anfangs von der Ein- 
wirkung äußerer Kräfte ab, und betrachten wir einen ho- 
mogenen Kreiszylinder von der Länge 7 und dem Durchmesser 
d=2r. Die O.S. sucht den Faden zusammenzuziehen mit 
einer Kraft R, die sich folgenderweise ermitteln läßt. Nach 
Gauss haben wir = dA-a, wenn « die O.S. und dE die- 
jenige Arbeit bedeutet, die geleistet werden muß, um die Ober- 
fläche 4 um dA zu vergrößern. Es ist hier dH = R- dl, rl 
= const., und, mit genügender Annäherung, 4 = 2ar/, mithin 
dA dl, woraus 


(1) R=ner. 
Dies gibt eine axiale Druckspannung 
(1a) 


In der Nähe der Endflächen wird die Einwirkung der O.S. 
komplizierter, wir können aber davon absehen, wenn / groß 
gegen r ist. 

Denken wir uns nun den Zylinder unter Einwirkung der 
Schwere senkrecht hinabhängend, so kommt eine Kraft hinzu, 
deren Größe im Abstande z vom unteren Ende des Fadens 
gleich gonr?z ist, wo g die Beschleunigung der Schwere, o 
die Dichte des Stoffes bedeutet. Es ergibt sich hieraus eine 
resultierende Kraft 


(2) F=gonr’r — ner 
und eine Zugspannung 
(2a) T=gor—*, 
A r 
Von Trouton?) ist das Fließen unter Einwirkung von (u. a.) 


1) F. T. Trouton, Proc. Roy. Soe. 77. p. 426. 1906. 


| 
| 
| 
| | 
| 
| 
1 
- 
i 
| 
| 
h | 
t, 
it N 
it 
it 
9, 


64 B. Berggren. 


Zug und Druck bei Zylindern von Pech und anderen der- 
artigen Stoffen untersucht worden. Er benutzte dabei (mit 
ein wenig abweichenden Bezeichnungen) die Gleichung 


(3) 


in der & die D.G., d. h. die Verlängerung pro Zeit- und 
Längeneinheit bedeutet; A ist ein Koeffizient (“the Coefficient 
of Viscous Traction”), der mit der Viskosität 1 des Stoffes 
folgendermaßen zusammenhängt: 

(4) A= 87. 

Trouton fand, daß A von F/A annähernd, jedoch nicht völlig, 
unabhängig war. Die Kurve, die § als Funktion von F/A 
repräsentiert, weicht in der Nähe des Nullpunkts von der Ge- 
raden mit einem schwach S-förmig gekrümmten Teil ab. Die 
gesamte Verlängerung / pro Zeiteinheit wird aus (2a) und (3) 
erhalten 


(5) = fi (ger 
0 0 
Wir finden nun die O.S. experimentell nach einer der 
folgenden Methoden. 
1. Bestimmung des Wertes x=2,, wo §=0, mithin 
F/A=0. Die Gleichung (2a) gibt 


(6) a= gorz,. 

Wird hier @ durch die spezifische Kohäsion a? = 2«/go er- 
setzt, so erhält man 

(6a) a? = 2rz,. 

2. Ermittelung der Linge /, welche Y=0 gibt. Wir 
folgern F/A=0 für x =//2 (auch wenn A nicht const. ist, 
denn die Verlängerung der oberen Hälfte des Fadens kom- 
pensiert eben die Verkürzung der unteren, wenn nur & eine 
ungerade Funktion von //A ist, was immer wahrscheinlich 
und durch die Untersuchungen von Trouton bestätigt ist) 
woraus 


1 
(7) a= sgorl; 


(7a) a? = ri, 
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3. Elimination von A aus mehreren Beobachtungen. Hier- 
bei ist es notwendig, A als const. zu setzen. Wir erhalten 
aus (5) 

Ist der Faden von einer von der zylindrischen abweichen- 
den Form, wird die Berechnung äußerst verwickelt. Sind die 
Abweichungen gering, können wir von dem Einfluß absehen, 
den die Meridiankrümmung ausübt (wir betrachten nur Ro- 
tationsflächen), sowie von der Neigung der Fläche gegen die 
Achse. Die Gleichung (1) und (la) behalten ihre Gültigkeit. 
An Stelle von (2) und (2a) treten 


(8) F=geo/ardı— naar; 
0 
F x 
(8a) | i= —<. 


Z. B. findet man hieraus fiir einen kegelférmigen Faden von 
dem oberen Halbmesser r,, unteren Halbmesser r,, wenn A 
const. ist, 


Aus V = 0 ergibt sich 
oder nach Potenzen von x = non entwickelt 


Ist r, > 7,, so wird a? >/r, > Ir; ist << so wird a®< 
Ir, <Ir,. Bei etwaiger Anwendung der Formel (7a) unter 
Ersatz von r durch irgend einen durchschnittlichen Wert 7 
zwischen r, und r, ersteht also ein größerer Fehler, als wenn 
wir setzen 


(12) a=Ir, 
was einen relativen Fehler von der Größe 1 = m ergibt. 


Annalen der Physik. IV. Folge, 44. 5 
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Wird das arithmetische Mittel }(r, + r,) statt r verwendet, 


so entsteht ein relativer Fehler os = oe. Noch größere Fehler 
sind zu erwarten, wenn die Zu- oder Abnahme des Durch- 
messers schneller erfolgt als bei dem Kegel. Dagegen wird der 
Fehler geringer, wenn der Durchmesser abwechselnd zu- und 
abnimmt. Bedeutet im allgemeinen r, den größten, 7, den 
kleinsten Halbmesser, dürfen wir für den relativen Fehler, den 
die approximative Anwendung von (7a) verursacht, setzen 
(13) 


a? 


Vorläufige Untersuchung. Versuchsanordnung. 


Die ausgeprägte Struktur der Metalle macht es fraglich, 
ob sich die obige Theorie auf sie anwenden läßt. Es wurden 
einige Versuche angestellt, um wenigstens eine Kontraktion 
festzustellen, aber olıne Erfolg. Die untersuchten Stoffe waren 
Platin (Draht von 0,025 mm Durchmesser; Erhitzen durch 
elektrischen Strom zur höchstmöglichen Temperatur) und 
Woodsches Metall (Draht von 0,4 mm Durchmesser; Er- 
hitzen im elektrischen Ofen bis nahe an den Schmelzpunkt). 
Auch Chapman und Porter erhielten!) bei einem Versuche 
mit einem Draht von Gold negatives Ergebnis. : Dagegen er- 
gaben amorphe Körper bessere Resultate. Die folgenden Unter- 
suchungen umfassen Pech, Kolophonium, Kopal und Glas. 
Glasfäden wurden auf gewöhnliche Weise durch Ausziehen er- 
halten. Bei den anderen Stoffen kam die folgende Methode 
zur Anwendung. In den in einer Schale geschmolzenen Stoff 
wurde ein zugespitzter Glasstab hineingetaucht und wieder 
(senkrecht!) herausgezogen, wobei von der adhärierenden Masse 
ein Faden gebildet wurde. Variiert man Temperatur, Ge 
schwindigkeit usw., so kann man bei einiger Übung Fäden 
von beliebigen Durchmessern erhalten. — Die von Boys zur 
Herstellung von Quarzfäden verwandte Armbrustmethode liefert 
hier gar zu feine Fäden. — Hinsichtlich des Kopals wurde es 
vorteilhaft gefunden, das Ziehen des Fadens durch ein fallendes 
Gewicht zu bewerkstelligen (mittels Rolle und Schnur). Zur 
Bestimmung der Durchmesser wurde ein Mikroskop mit Okular- 


1) Chapman and Porter, |. ¢. 
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mikrometer (Glasteilung) angewandt. Die Untersuchungen 
wurden mit der in Fig. 1 dargestellten Anordnung ausgeführt. 
Der zu untersuchende Faden wurde an eine kleine Metallöse 
festgeschmolzen und an den Haken am unteren Ende des 
Glasstabes a aufgehängt. Der Stab war mit seinem oberen 
Ende an einem gewöhnlichen Stativ festgeklemmt. 
Die beiden umgebenden Glasröhren m und g dienten 
zum Temperaturschutz; die innere von ihnen war 
zwecks elektrischen Heizens mit feinem, gekräusel- . 
tem Neusilberdraht (oder für höhere Temperaturen 
Nickel-Chromdraht) umwickelt. 7 ist das Thermo- 
meter (oder das Thermoelement). Das untere Ende 
des Fadens wurde mit dem Mikroskop M be- „| | 
obachtet. i 

Die erhaltenen Resultate stimmen qualitativ |? 
mit der Theorie überein. Ein Faden hinreichender 
Länge wurde beständig durch sein eigenes Gewicht 
verlängert. Bei allmählichem Abkürzen wurde die 
Verlängerungsgeschwindigkeit immer kleiner, und 
für eine bestimmte Länge gleich Null, worauf bei 
weiterem Abkürzen die O.S. überhandnahm und 
Zusammenziehen eintrat. Es bot keine Schwierig- 
keit, einen Faden von Pech dahin zu bringen, sich 
zu einer kleinen Perle zusammenzuziehen (bei 
etwas erhöhter Temperatur, um die Deformation zu be- 
schleunigen). 


Ax 


Fig. 1. 


Anwendung der Methode 2. Kontrollversuche. 


Um die Werte der Kapillaritätskonstanten zu erhalten, 
hat man nur nach der Methode 2 durch allmähliches Ab- 
kürzen und jedesmalige Bestimmung des Zeichens und der 
Größe der D.G. die Länge aufzusuchen, bei welcher die D.G. 
verschwindet. Die Gleichungen (7) und (7a) geben dann die 
Oberflächenspannung und die spezifische Kohäsion. Im fol- 
genden ist nur die spezifische Kohäsion berechnet, wobei als 
Längeneinheit das Millimeter genommen worden ist. Nach- 
stehende Tab. I faßt die Untersuchungen an vier Pech- 
fäden zusammen. Der Durchmesser ist das Mittel von den 
Durchmessern gleicher Abstände. Jede Abkürzung betrug 

5* 
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ca. 3 cm. Der Wert von 7 ist aus den beiden nächsten 
Werten interpoliert. 


Tabelle I. 
Nr. | Temp. | d=2r | l | a 
1 | 168° | 0,286 | ot | 11/4 
18,0 0,092 15 | 85 
II 18,3 018 | 110 | 10,1 
IV |. 1% 0,101 | 198 | 10,1 


Auch wurde eine Modifikation dieser Methode angewandt, 
die darin bestand, daß man, nachdem die D.G. durch all- 
mähliches Abkürzen in die Nähe von Null gebracht worden 
war, durch Regulierung des Erhitzungsstromes diejenige Tempe- 
ratur bestimmte, bei welcher die D.G. verschwand. Hier 
wurde also die Temperatur aus den Beobachtungen inter- 
poliert. Die Resultate sind in der Tab. II wiedergegeben. 


Tabelle II. 


Pech | Kolophonium 

Nr. | Temp.| d=@r| I | a? | Nr. | Temp. | d=2r| 1 | a@ 
I | 20,3°| 0,101 | 185 | 9,85 | I | 85,7 | 0,226 | 198 | 22,4 
II | 20,0 | 0,085 | 186 | 7,9 II 42,2 | 0,226 | 152 | 17,2 

It | 22,2 | 0,085 | 159 | 6,7 | ut | 35,8 | 0,842 | 186 | 31,8 


| 


Die Ziffern zeigen weniger gute Übereinstimmung, be- 
sonders fir Kolophonium. Der relative Unterschied des gréBten 
und kleinsten Halbmessers wechselte von 10—15°/,, was 
damit nach (13) auch die obere Fehlergrenze ist. Der wahr- 
scheinliche mittlere Fehler ist kleiner, auch wenn man den 
Fehler der Bestimmung von / mitrechnet, und genügt nicht, 
um die Abweichungen zu erklären. Die Ursache ist dann ent- 
weder in einer wahren Veränderung der 0.8. oder wahrschein- 
licher in Spannungen zu finden, die von dem Ziehen zurück- 
geblieben sind und wie eine scheinbare Vergrößerung der 0.8. 
hervortreten. Es wird in diesem Falle das Abklingen der 
Spannungen eine zeitliche Abnahme der scheinbaren O. S. be 
wirken. Dies wurde auch beobachtet, indem die D. G. eines 
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eben gezogenen Fadens von Pech, die anfangs negativ (Ver- 
kürzung) war, nach einigen Stunden ihr Zeichen wechselte. 
Die größeren Variationen des Kolophoniums würden dann auf 
größeren Wert der Relaxationszeit für diesen Stoff hindeuten. 

Um Vergleichspunkte zu erhalten, wurden nach der Me- 
thode der Kapillarröhren eine Reihe Bestimmungen ausgeführt. 
Die gefundenen Werte lassen sich gut darstellen durch: 


(14) Pech: a? = 7,03—0,01034 ($ = 105— 155), 

(15) Kolophonium: a, = 7,44—0,01049 # (9 = 112—162%. 
Überdies wurde auf Pech die Methode der Bestimmung 

von Durchmesser und Druck von Bläschen angewandt. Diese- 


Methode ist. nur über einen kleinen Temperaturbereich hin 
verwendbar. Die Resultate sind in Tab. III zu finden. 


Tabelle III. 


Ne. | I | I | III 


Temp. | 43,2 43,2 28,4 37,4 486 88,5 45,9 
a? | 7,15 9,20 9,37 882 8,64 9,54 9,38 


20 40 60 80 100 120 140 160°C 
Temperatur 
Fig. 2. 

Auch hier sind aller Wahrscheinlichkeit nach die Werte 
der spezifischen Kohäsion durch Einwirkung von elastischer 
Nachwirkung erhöht. Sämtliche nach den drei verschiedenen 
Methoden erhaltenen Werte der spezifischen Kohäsion des 
Pechs sind in Fig. 2 graphisch dargestellt. Die punktierte 
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Gerade repräsentiert die für + = 105—155° gültig gefundene 
Gleichung (14). Es geht daraus hervor, daß der numerische 
Wert des Temperaturkoeffizienten mit abnehmender Temperatur 
zunimmt, und zwar in höherem Grade, als es für wahre 
Flüssigkeiten der Fall zu sein pflegt. Es ist indessen, wie 
vorher betont worden, wahrscheinlich, daß die bei niedrigeren 
Temperaturen gefundenen Werte infolge elastischer Nach- 
wirkung sämtlich zu hoch sind. In Wirklichkeit dürfte wohl 
die Abweichung von der Geraden geringer sein. Jedenfalls 
erreicht nicht die O.S. für festes Pech annähernd jene großen 
Werte, die für feste Metalle von Quincke angenommen 
‘worden sind. Diese steht in Übereinstimmung mit Ignatjews 
oben erwähnten Resultaten, wenn auch seine Ziffern niedriger 
sind als die meinigen. Da ich leider nur einen kurzgefaßten 
Bericht!) über Ignatjews Arbeit zur Verfügung gehabt habe, 
ist es mir nicht möglich, darüber zu urteilen, ob seine Werte 
mit einer Ungleichheit des Stoffes in Verbindung stehen, was 
am wahrscheinlichsten sein dürfte, oder ob sie möglicherweise 
Fehlerquellen zuzuschreiben sind. 


Anwendung der Methode 1. 


Für Fäden von weniger genügender Zylinderform, wie sie 
es fast immer sind, bietet die oben mit 1. bezeichnete Methode 
den Vorteil genaueren Berechnens. Formel (8a) gibt in Ver- 
bindung mit (3), wenn § = 0 für x = 


%, 

(16) a fr de= dz. 
0 


Den Wert des Integrals findet man entweder nach einer 


Näherungsformel oder durch Wägung von m, =20 fi r?.dz. 
0 


Den Punkt z=2,, wo §=0 ist, kann man auf zwei ver- 
schiedene Weisen erhalten. Nach der ersten Methode bestimmt 
man den Punkt des Fadens, wo der Durchmesser unverindert 
bleibt. Dies ist mit einiger Präzision nur möglich, wenn der 
Faden von sehr guter Zylinderform ist, oder wenn die De 
formationen des Fadens große Beträge erreicht haben (bei 


1) Beiblätter p. 24. 1913. 
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hoher Temperatur oder langer Dauer des Versuchs). Die 
zweite Methode besteht darin, daß der Faden mittels Marken 
in mehrere Teile geteilt wird, deren Deformationen weiterhin 
einzeln bestimmt werden. Für die nächsten Versuche wurde 
diese Methode gewählt, u. a. weil sie eine unmittelbare Kon- 
trolle unserer Ausgangsformel liefert und mehrere Messungen 
mit demselben Faden auszuführen gestattet, um die zeitliche 
Veränderung beobachten zu können. Als Material wurde das 
vorher untersuchte Pech verwandt. Als Marken dienten Quarz- 
fädchen (von dem Durchmesser 0,02—0,04 mm und der Länge 
4—6 mm), die in gleichem Abstande an den Versuchsfaden 
festgeschmolzen wurden. Diese Methode ist indessen nicht 
völlig befriedigend, da die Schwere die Lage der Fädchen 
möglicherweise ändern kann. Es ist vor allem zu vermeiden, 
daß eine etwaige Dissymmetrie ein auf das Fädchen ein- 
wirkendes Drehungsmoment erzeugt. Der zu untersuchende 
Faden wurde in dem vorher (Fig. 1) beschriebenen Ofen auf- 
gehängt, und darauf wurden mit einem Kathetometer die 
Längen der verschiedenen Teile mehrmals in hinlänglichen 
Zwischenzeiten bestimmt. Diese Teile sind im folgenden mit 
römischen Ziffern von oben abwärts bezeichnet. Eine vorher- 
gehende Dichtebestimmung des Peches gab bei % = 0—50° 
o = 1,112 (1—0,00058 9); der hieraus erhaltene lineare Aus- 
dehnungskoeffizient 0,00019 wurde zu etwaigen Korrektionen 
benutzt. Der Durchmesser jedes Teiles wurde für sich be- 
stimmt. Es wurden drei verschiedene Fäden nach dieser 
Methode untersucht. In der Tab. IV sind als Beispiel die 
für den ersten Faden erhaltenen Resultate zusammengestellt. 
Hier bezeichnet ¢ die Beobachtungszeit, die für die ver- 
schiedenen Teile gleich gesetzt werden kann. 

Der Zusammenhang zwischen Deformation und Zeit ist 
durch Fig. 3 wiedergegeben. Deutlich gehen aus derselben 
hervor, wie die unteren Teile unter Einwirkung der O.S. sich 
zusammenziehen, und wie die Geschwindigkeit dieser Zu- 
sammenziehung nach oben abnimmt in dem Maße, wie die 
Belastung zunimmt, um durch Null in eine immer stärkere 
Verlängerung überzugehen. Der Umtausch der beiden oberen 
Kurven ist dem größeren Durchmesser des Teiles I zuzu- 
schreiben. Aus den Kurven ist auch ersichtlich ein zeitlicher 
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Zuwachs der Viskosität (dies war schon vorher beobachtet), 
indem sowohl die positiven als die negativen D.G. ihre nume- 
rischen Werte vermindern. Teil V behält annähernd seine 
Länge unverändert bei, was Gleichgewicht zwischen O.S. und 


LAT 


#7 


7 


Prozentische Verlingerung 


8 12 16 20 24 2 36 40 44 Stunden 
Fig. 3. Zeit 


Schwere zeigt. Der Übergang bei diesem Teile von anfäng- 
licher Zusammenziehung in Verlängerung deutet auf eine wahre 
oder scheinbare Abnahme der O.S. hin. Die Veränderung 
ist jedoch zu gering, um entscheidend zu sein. Setzen wir 
§=0 in der Mitte des Teiles V, so haben wir x, = VII + 
VI+4V = 64,4 mm, oder mit Korrektion wegen der beiden 
Quarzfädchen z, = 65,1 mm, weiterhin d = 0,1274 (Mittel), woraus 
nach (6a) a? = 8,29 qmm; die genauere Formel (16) gibt a’ = 


f d?.dze=. = 8,93 qmm (vgl. die Tabelle). Wir 


können hier auch (7a) anwenden. Die Länge der summierten 
Teile VIT—III wächst von 140,817 bis auf 141,272 oder um 
0,455 mm; gleichzeitig nimmt die entsprechende Länge VII—IV 
von 110,858 bis auf 110,336 oder um 0,492 mm ab. Mithin 
ist 7=0 etwa in der Mitte des Teiles III für 7 = VII+ 
VI+V+IV+4III= 125,8 mm oder mit Korrektion wegen 
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der vier Quarzfädchen / = 127,2 mm, d = 0,1260, was a? = 
8,02 qmm gibt. Wir sehen hier, daß bedeutende Fehler durch 
Anwendung von (6a) oder (7a) entstehen, wenn die Form des 
Fadens von der zylindrischen abweicht. 

Wir wollen nun untersuchen, inwiefern A = const. gesetzt 
werden kann. Aus (8a) und (3) erhalten wir 


d- g= 2. et 


Wenn A const. ist, so ist d- § und damit auch d- £- 4 


- 100 
- eine lineare Funktion von 1/d- f fd2.dx oder annäherungsweise 
von 1/d- 4-d?. Setzen wir zur Abkürzung d- 4 , 100 

0 

=u und 1/d- 4d? =z, so können wir also schreiben 
17) u = c(z — a”), 
wo die etwaige Unabhängigkeit von c diejenige von A zur 
Folge hat und umgekehrt. Fig. 4 zeigt, daB die Abweichungen 
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4 


Fig. 4. Zeit 


von der Geraden innerhalb der Fehlergrenze liegen. Die 
Untersuchungen der beiden anderen Fäden bestätigen völlig 
die Zulässigkeit, 2 = const. zu setzen. Dies berechtigt uns, 
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auf (17) die Methode der kleinsten Quadrate anzuwenden. Wit 
erhalten dann 
(18) Zu-Zz- 
Nachstehende Tab. V zeigt die Resultate dieser Berechnung 


für die drei Reihen. 


Tabelle V. 
Nr. | Temperatur a? Erhitzung 
I | 16 —19° | 0 —17,4" 
Ib 16 —19 | 8,45 17,4—41,7 
Il | 16 —19,5 | 7,16 0 —20,4 
Illa | 155-185 | 10,68 0 —19,3 
Ib | 155-185 | 9,37 19,3 —52,0 


Der Vergleich von Ia mit Ib und von Illa mit IIIb erlaubt 
uns die zeitliche Abnahme von a? mit größerer Gewißheit fest- 
zustellen. Wie vorher gesagt, ist diese Abnahme aller Wahr- 
scheinlichkeit nach nur scheinbar und ‚beruht auf elastischer 
Nachwirkung. Die Schwierigkeit, diese zu beseitigen, ist der 
bauptsächlichste Nachteil dieser Methode. Der Untersuchung 
vorausgehendes Erhitzen ist nicht ratsam, da die Zylinderform 
des Fadens hierdurch preisgegeben wird. 


Weitere Versuche. 


Weiterhin wurden an Kopal einige Untersuchungen aus- 
geführt, die sehr deutlich die Rolle der Nachwirkung zeigen. 
Unter den verschiedenen geprüften Kopalen ließ sich nur einer, 
und zwar der leichtflüssigste, der sogenannte brasilianische, 
in homogene Fäden ausziehen. Die übrigen lieferten nur 
faserige, sehnige Bänder. Alle Kopale geben beim Schmelzen 
eine überaus zähe Flüssigkeit mit Eigenschaften, die den- 
jenigen des Kautschuks ähneln. Das Ziehen verlangt Über- 
windung eines bedeutenden elastischen Widerstandes; wird der 
eben gezogene Faden sich selbst überlassen, bevor er sich zu 
sehr abgekühlt hat, so zieht er sich schnell zusammen und 
verhält sich überhaupt wie eine gespannte Kautschukschnur. 
Diese Eigenschaften verschwinden erst gradweise unter dem 
Schmelzpunkte, der übrigens keineswegs mit Schärfe bestimm- 
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bar ist (nach Wiesner’) existieren für die Kopale zwei ver- 
schiedene Schmelzpunkte, für den brasilianischen z. B. bei 
77° bzw. 115%. Es ist folglich zu erwarten, daß in einem 
gezogenen Kopalfaden, der ohne Gelegenheit zum Zusammen- 
ziehen erstarrt ist, bedeutende Spannungen vorhanden sind, 
die der O.S. einen hohen scheinbaren Wert geben. Dies 
wurde auch durch die Untersuchung in so hohem Maße be- 
stätigt, daß es notwendig wurde, eine besondere Belastung 
anzubringen, um die Zusammenziehung aufzuheben. Zu diesem 
Zwecke wurden angewandt teils eine Öse von Metalldraht, die 
an das untere Ende des zu untersuchenden Fadens ange- 
schmolzen wurde, teils metallene Häkchen, die an die Öse an- 
gehängt werden konnten. Ist m die Masse von Öse und 
Häkchen, so tritt an die Stelle der Formel (2a) die folgende 


woraus, wenn A = const. gesetzt wird, 
(19) 
Bei diesen Versuchen waren die Fäden von so großem Quer- 
schnitt, daß der Durchmesser vorteilhaft aus der Masse m, 


und der Länge / ermittelt werden konnte. Führen wir 
m, = @-ar*l in (19) ein, so wird daraus 


V=0 gibt 
(20) a= (™ 4 


V wurde wie vorher mittels Mikroskops bei wechselnder 
Belastung beobachtet. Durch Interpolation ergab sich die- 
jenige Belastung, für welche 7 gleich Null ist. Die Unter- 
suchungen des brasilianischen Kopals lieferten die in Tab. VI 
mitgeteilten Resultate. 

Bei dem Versuch war Nr. I frisch gezogen, Nr. II mehr 
als einjährig. Die verschiedenen Werte der O.S. zeigen eine 
Abnahme von solcher Größe, daß sie kaum anders als durch 


1) J. Wiesner, Die Rohstoffe des Pflanzenreiches. 
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Tabelle VI. 


| 
Vorausgehendes | | 
Nr. yon Erhitzen | 2 | d m a? 
| Dauer Temp. | | 
I | 4,50 | | 180 | 0,0108 | 0,314 | 0,4022 | 1540 
u | 45 | 86 | 0,0114 | 0,395 | 0,1028 | 824 
II | 480 5 Min. 60° | 172 0,0552 | 0,612 0,4148 | 842 
IV | 455 5 60 | 218 | 0,8226 | 1,820 0,6028 | 681 
V | 48,0 10 60 | 246 | 0,1276 | 0,782 | 0,1785 | 365 
52,5 10 70 | 208 |0,2767 1120| — 129 
| | 
60 rd 1,08 — 22 
vil I 65 48 0,345, — 8 


Nachwirkung erklärt werden kann. Um diese zu beseitigen, 
wurde bei den folgenden Versuchen der Faden einem vorher- 
gehenden Erhitzen unterworfen, dessen Grad und Dauer sich 
in der Tabelle angegeben finden. Hierbei wurde durch Va- 
riieren der Belastung die Deformation innerhalb engstmöglicher 
Grenzen gehalten. Die Tabelle zeigt ein Niederbringen des 
scheinbaren Wertes von a?, um so kräftiger, je längere Zeit und 
je höhere Temperatur angewandt wurden. Die Untersuchung 
von Nr. VI und VII wurde nach der Methode des sukzessiven 
Abkürzens weitergeführt. Nach jedem Abkürzen war die D.G. 
anfangs negativ und ging ‚sodann durch Null in eine positive 
über. Als Endresultate finden wir für Kopal einen Wert a? 
etwa von derselben Größe wie vorher für Pech. Auch für 
Kolophonium ließ sich der bezügliche Wert auf dieselbe Weise 
niederbringen; so z. B. gab ein Versuch bei 50° a? = 7 qmm. 
Diese Versuche zeigen die Schwierigkeit, die Nachwirkung zu 
beseitigen, aber auch die Notwendigkeit, dies zu tun. 

Zuletzt wurde ein Bleiglas („französisches Einschmelzglas“ 
von der Dichte 3,940 bei 17°) nach der Methode 1 unter- 
sucht. Die Marken wurden mittelst kolloidaler Pt-Lösung 
hergestellt, die nach einstündiger Erhitzung auf 4—500° einen 
Belag metallisches Pt zurückließ. Die Bestimmung der Ab- 
stände dieser Marken geschah mit einem kleinen Komparator 
von W. G. Pye & Co., Cambridge, wobei der Faden jedesmal 
aus dem Ofen entfernt wurde. Drei Versuche mit verschiedenen 
Fäden wurden ausgeführt. In der Tabelle sind die Resultate 
des dritten Versuches zusammengestellt. 
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Tabelle VII. 


Nr. 


o 


4, | 4, 7.100) 4, 10 

| 1 | | 

| 


I 139,320139,615 0,750/45,170 14,02| 778 | 238 |1,513|19,5) 58 10 
IT /44,840/44,860 0,045 45,410 1,22| 872 | 341 | 1,224/14,0, 4) 
III 40,290/40,215 — 0,186 |39,650 — 1,41| 888 | 318 | 0,894 /10,0/— 17 —o,18 
IV 34,040 38,985 —0,162 |38,075 — 2,67) 984 | 297 0,587) 6,3 — 15 |—0,% 


V 50,20048,570 - 3,248 42,465 -12,56 934 | 438 [0,219 -1,1 


Fig. 5 zeigt u als Funktion von z fir die beiden ver- E 
schiedenen Temperaturen. Die Beziehung ist hier keineswegs ‚ 
| eine lineare. Mit steigender Temperatur tritt jedoch eine An- z 
näherung an die Gerade ein. Da d beinahe const. ist, so sind Da 
i io uno de 
| sr 12 de: 
Ad 
§ 
D 
ein 


zie 
8 12 16 20 24 Na 
Fig. 5. x oat 
i z—a und u annähernd proportional F/A und & bzw. Die Me 
: Kurven zeigen auch die oben erwähnte S-förmige Krümmung, Gr 

die für Pech nicht bemerkbar war. Die beiden anderen Ver- Me 


suchsreihen ergaben ähnliches Resultat. Der Wert von a? läßt Be 
sich als z-Wert des Schnittpunktes zwischen Kurve und z-Achse 
finden. Die Schärfe dieser Bestimmung ist indessen hier ge- du: 
ring. Tab. VIII enthält die Resultate. ein 
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Tabelle VIII. 


Nr. | a? | Temperatur | Erhitzung 
I | 15 472° | 15* 
II 9 520° | 12 
| 11 | 520° | 15 


Zum Vergleich ist zu erwähnen, daß Quincke nach der 
Methode der Tropfenwägung für gewöhnliches Glas (Dichte 
2,452 bei 0) in flüssigem Zustande bei 1100° a? = 15,21 qmm 
gefunden hat. Der niedrigere Wert des Bleiglases ist mög- 
licherweise auf beim Ziehen reduziertes Blei zu beziehen. 
Darauf deutet der Umstand, daß bei einem Versuche, bei 
dem diese Reduktion bemerkbar war, kein Zusammenziehen 
des Fadens zu beobachten war. 


Zusammenfassung. 


1. Bei einem in vertikaler Lage hängenden Faden ver- 
ursacht die Oberflächenspannung eine Druck-, die Schwere 
eine Zugspannung. Die Deformationsgeschwindigkeit wird be- 
stimmt teils durch die Resultante dieser Spannungen, teils durch 
die Viskosität des Stoffes. Wo die D.G. gleich Null ist, ist 
auch die Resultante Null, und kann also die O.S. berechnet 
werden. 

2. Da die Metalle eine ausgeprägte kristallinische Struktur 
besitzen, die außerdem häufig durch die Bearbeitung modifi- 
ziert ist, sind die Erscheinungen hier von einer verwickelteren 
Natur, und aus den bisher ausgeführten Versuchen ist keine 
zuverlässige Folgerung bezüglich der O.S. zu ziehen. 

3. Auf amorphe Körper läßt sich die in 1. angegebene 
Methode anwenden, um die O.S. zu ermitteln, auch wenn die 
Größe der Viskosität eine Bestimmung nach bisher bekannten 
Methoden unmöglich macht, also bei Körpern außerhalb des 
Bereiches der eigentlichen Flüssigkeiten. 

4. Die Genauigkeit der Methode wird in hohem Grade 
durch eine etwaige elastische Nachwirkung herabgesetzt, die 
eine scheinbare Vermehrung der O.S., bisweilen von erheb- 
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lichem Betrag, bewirkt. Die Methode liefert dann wenigstens 
eine obere Grenze der O.S. 

5. Die experimentellen Untersuchungen haben Werte der 
0.S. von derselben Größenordnung geliefert, wie sie für wahre 
Flüssigkeiten vorher bekannt ist, und bestätigen somit nicht 
die Ansicht eines wesentlichen Unterschiedes zwischen festen 
und flüssigen Körpern in dieser Hinsicht, wenn auch die 
untersuchten Körper nur eine Zwischenstellung zwischen diesen 
Kategorien einnehmen. 


Es ist mir eine angenehme Pflicht, Hrn. Prof. C. Bene- 
dicks, auf dessen Veranlassung die vorliegende Arbeit ent- 
stand, und der mir manche wertvollen Ratschläge erteilte, 
meinen wärmsten Dank auszusprechen. Ebenso danke ich 
Hrn. Lic. Phil. O. Tenow für die freundliche Unterstützung, 
die er stets meiner Arbeit entgegenbrachte. Eine Sammlung 
verschiedener Kopale wurde freundlichst von der Firma Wil- 
helm Becker & Co., A.-G., zur Verfügung gestellt. Ich 
spreche Hrn. Direktor E. Gentele meinen besten Dank 
dafür aus. 


(Eingegangen 28. Januar 1914.) 
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3. Uber die Bewegung eines Gases in Kapillaren 
und in von parallelen Ebenen begrenzten Kanälen; 
von Ragnar Holm. 


§ 1. 

Anläßlich der Konstruktion eines Windmessers bei Sie- 
mens & Halske!) entstand die Frage nach den Gesetzen der 
Luftbewegung in engen Kanälen, besonders in einem Luftweg 
von folgender Form: Die Luft soll von einer 
Kammer 4 (Fig. 1) durch den planparallelen I m | 
Raum zwischen der Wand D und der in kleinem Sotelo 
Abstand von dieser koaxial zum Loch Z | | 
befestigten kreisrunden Platte C nach der by 
Kammer B ziehen. Da die zur Beantwortung ER. 
dieser Frage unternommenen Untersuchungen etwas von allge- 
meinem Interesse enthalten dürften, seien sie hier teilweise 
veröffentlicht. 

Die hier in Frage kommenden Untersuchungen umfassen 
Gasbewegungen bei kleinen treibenden Drucken, teils in einem 
Luftweg von der geschilderten Art, teils in einer Kapillare 
und teils in einem parallelepipedförmigen Kanal. Die bei den 
erstgenannten Untersuchungen benutzte Apparatur ist in der 
Fig. 2 schematisch dargestellt. C und D (vgl. Fig. 1) waren 
auf 1 u genau eben geschliffene Glasplatten. Den Raum 4 
bildete das Innere eines mit der Platte D zugedeckten mit 
Schellack gedichteten Eisenkastens. 

Die Platte C war an einem senkrecht mikrometrisch ver- 
schiebbaren Zylinder $ befestigt. Ebenso wie in dem Zeißschen 
Tiefentaster wurde die Lage des Zylinders 8 mittels mikro- 
skopischer Ablesung einer an $ befestigten Skala bestimmt. 
Die Paralleleinstellung von C und D war ermöglicht, indem 


1) Siehe die Berichte über die Vorträge von H. Gerdien, Jahrb. 
der wissensch. Gesellsch. f. Flugtechnik 2. p. 67. 1918 und Verh. d. D. 
phys. Gesellsch. 15. p. 961. 1913. Besonders wird verwiesen auf eine bald 
erscheinende Arbeit: Der Luftgeschwindigkeitsmesser der Siemens & 
Halske A.-G., von H. Gerdien und R. Holm. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 6 
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der Eisenkasten A auf drei Stellschrauben ruhte; sie wurde 
nach Interferenzerscheinungen zwischen C und D beurteilt, 
Geeignet angeordnete Spiegel gestatteten eine Beleuchtung der 
Platte C von oben und die Beobachtung der Interferenz- 
erscheinungen durch ein seitliches Fenster des Kastens. Die 
Interferenzerscheinungen dienten auch zur Bestimmung der 
Nullage der Platte C und zur Kontrolle des ersten Teiles der 
Skala auf dem Zylinder 8. Die ganze beschriebene Apparatur 
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Fig. 2. 


stand in einem mit geeigneten Fenstern versehenen, luftdicht 
geschlossenen GuBeisenkasten X, dessen Inneres also den Raum B 
darstellte. Durch das Rohr a wurde Luft nach A geführt. 
Durch das Rohr 5 und weiter durch eine Lenardsche Regulier- 
kapillare zog der Luftstrom von B nach dem Rezipienten 
einer Kapselpumpe, die mit Akkumulatorstrom betrieben 
wurde. Mittels des Manometers M wurde die Druckdifferenz 
zwischen den Räumen 4 und B gemessen, 

Alle gebrauchte Luft stammte aus einem Gasometer, in dem 
sie vorher mindestens 24 Stunden über Wasser gestanden hatte, 
Der Hahn A vermittelte die Verbindung nach dem Gasometer. 

Die Bestimmung derdurch 4 sekundlich fließenden Luftmenge 
geschah durch die links auf der Fig. 2 schematisierte Anordnung. 
R bedeutet ein hoch (in einem höheren Stockwerk) gelegenes 
Reservoir. H ist ein besonders zu diesem Zweck konstruierter 
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Regulierhahn, 7 ein genau ausgemessener Glasballon, 7 
ein meterlanges 5 cm weites mit einem Gemisch von Bimstein 
und Phosphorpentoxyd gefülltes Trockenrohr, F ein Filter. 7 
und #haben zusammen einen zu vernachlässigenden Widerstand. 
Vor einer Messung wurde zuerst 7 mit mit Wasserdampf 
gesättigter Luft aus dem Gasometer gefüllt. Nachher wurde 
der Hahn H so einreguliert, daß das Wasser ebensoschnell 
das Volumen 7 füllte, wie die Luft aus demselben bei ge- 
schlossenem Hahn / entwich, was daran zu kontrollieren war, 
daß das Manometer m seine Nullstellung behielt. Mit einer 
Stoppuhr wurde die Zeit bestimmt zwischen dem Durchgang 
des Wassermeniskus an den Marken x und z. Die Temperatur 
der fließenden Luft wurde oberhalb V und in dem Kasten X 
bestimmt. In dem Kasten war die Lufttemperatur ¢ meistens 
0,1 bis 0,2° tiefer als oberhalb V. Dank dem Umstande, daß 
alle Teile der Apparatur einschließlich Wasser und Luft sich 
auf Zimmertemperatur befanden, konnte damit gerechnet 
werden, daß die aus V kommende Luftmenge mit Wasser- 
dampf von der dort gemessenen Temperatur gesättigt war. 
Beim Passieren des Rohres 7 dürfte die Luft vollständig ge- 
trocknet worden sein, denn es wurde immer darauf geachtet, 
daß im letzten Stück des Rohres 7 das Phosphorpentoxyd 
ganz trocken aussah. Es war also leicht, die Abnahme des 
Gasvolumens durch die Wasserdampfabsorption zu berechnen. 
Es wurde mit zwei Lochweiten!) (Z Fig. 1) 3,798 + 0,008 
und 2,729 + 0,003 mm und mit zwei verschiedenen C-Platten 
vom Durchmesser 43,8 + 0,2 bzw. 24,6 + 0,15 mm gearbeitet. 
Die einzige untersuchte Kapil- 


lare mündete in zwei kleine Glas- 2 


ballons, deren Ansätze a, 5, c, d 
(Fig. 3) bei der Messung mit den be- | 
züglichen Leitungen a, 4, c, d (Fig. 2) ro 

verbunden waren, während der Kasten KX ausgeschaltet war. Die 
Kapillare lag während der Messung in einem Wasserbad. Die 
Kapillare hatte einen inneren Durchmesser von im Mittel 
2,006 mm, der in einer Kapillarenlänge von 193 mm auf 8 u 


1) Der Rand des Loches war an der Mündung unter 45° nach außen 
gebrochen, so daß das Loch dort auf 0,2 mm Länge konisch erweitert 
war. Die Lochweite ist für den weiteren Durchmesser angegeben, 
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genau konstant war. Die Kapillarenden waren zu Trichtern 
von 3,5 mm größter Offnung und 4 mm Tiefe erweitert. 

Lassen wir die Glasballons der Fig. 3 senkrecht auf der 
Papierebene stehende Zylinder und die die Kapillare dar- 
stellenden Geraden die Schnittlinien mit zwei parallelen Platten 
bedeuten, so kann die Fig. 3 auch unsere Vorrichtung zur 
Untersuchung der Luftbewegung in einem parallelepipedischen 
Kanal darstellen. 

Die benutzte Stoppuhr war mit einer astronomischen Uhr 
verglichen worden. Als Manometer M diente teils ein in der 
Phys.-Techn. Reichsanstalt auf 0,5 Proz. genau absolut ge- 
eichtes Alkoholmikromanometer, teils ein mit diesem ver- 
glichenes empfindliches Manometer. 


§ 2. Theorie. 


Es soll hier — unter Voraussetzung 1. eines stationären 
Zustandes, 2. einer lamellaren, d.h. einer Poiseuilleschen 
Strömung und 3. eines Zeunerschen polytropen Verlaufes im 
Gase — die Beziehung zwischen der sekundlich durchströmen- 
den Gasmenge 7, der treibenden Druckdifferenz p, — p, und 
den geometrischen Dimensionen hergeleitet werden, und zwar 
werden die Berechnungen mit Bezug auf die drei in Frage 
kommenden Luftströmungen (I), (II) und (III) parallel geführt. 
Es bedeutet im folgenden: 

(I) eine radiale Strömung zwischen den Ebenen z = — a 
und z = +a, wobei die treibende Druckdifferenz + (p, — p,) 
zwischen den Zylinderflächen x? + y? = nr? und x? + y? = r,? 
wirksam ist; 

(II) eine Strömung in der z-Richtung zwischen den Ebenen 
z=-aundz=-+a, und 

(III) eine Strömung in der z-Richtung in einem Zylinder 
y”+z°=R:. Bei (II) und (III) ist die treibende Druck- 
differenz zwischen den Ebenen z=0 und xz =/ wirksam. 


Sonstige Bezeichnungen: 


r Entfernung von der *-Achse, 
g Entfernung von der x-Achse, 
o Dichte, 
p Druck, 
p = on Zeunersche Zustandsgleichung, 
n Koeffizient der inneren Gasreibung, 
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2 Gleitungskoeffizient, 

u Gasgeschwindigkeit in einem fixen Punkte, 

V Sekundlich vom ganzen Strom in den Fällen (I) und (III) 
und von einem 1 cm breiten Streifen des Stromes im Falle (II) 
beförderte Gasmenge. 


Die Indizes 1, 2, 3 beziehen sich, wenn nicht anderes 
bemerkt wird, auf die Fälle (I), (II) und (III). 

Die gemachten Voraussetzungen enthalten die Tatsache, 
daß keine Geschwindigkeitskomponente in der z- bzw. in der 
o-Richtungliegt, und daß alle Isobarenflächen parallel zu jenen 
Flächen verlaufen, in denen die Drucke p, und p, herrschen. 

Die in Frage kommenden Ausgangsgleichungen’) werden, 
mit Berücksichtigung der gemachten Voraussetzungen, in 
Eulerschen Koordinaten: 


3 Ox 7d 
=0 


und wee = 0 (infolge der Annahme über die Isobarenflächen). 
ee 
saat 

1 Ru 

3 Oadx’ 


=0 (Kontinuitätsgleichung), 


da 
3,” 0 (vgl. unter ]). 


* ode : 


m?) 
(Kontinuitatsgleichung) , 


= =0 (vgl. unter I). 

1) Über Grenzbedingungen vgl. unten. 

2) Diesen Fall (mit » = 1 -.* isotherme Gasausdehnung) hat schon 
0. E. Meyer behandelt, Pogg. Ann. 7. p. 253. 1866. 


| 
! 
q 
{ 
Ou dp 40910 0°? u 
8 (ur) _ 
ö(o ur) 
M 
Ou i 
Ou , dp 
2 
| 
| 
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Die vorletzte Gleichung jeder Gruppe kann mit Hilfe der 
Zustandsgleichung p = C-0" umgeformt werden zu bzw.: 


(I) p(ru)" = Konst. bei konstantem z, 
(Il) pw" = Konst. ,, 2 z, 
(II) pu" = Konst. ,, 0. 


(A) 


Da o vom Druck abhängt, folgt aus der vorletzten Aus- 
gangsgleichung jeder Gruppe, daß bzw. O(ur)/Or und Ou/Oz 
nicht genau gleich Null sind. Demgemäß kann in keiner Gruppe 
die zweite Gleichung genau erfüllt sein. 

Wir können also die aufgestellten Bedingungen nur dann 
beibehalten, wenn wir uns mit einer Annäherungsrechnung be- 
gnügen, und zwar haben wir anzunehmen, daß in den obigen 
Differentialgleichungen O(ur)/Or und Ou/Ozx unendlich klein 
von erster Ordnung sind. Mit Bezug hierauf lassen sich die 
ersten Ausgangsgleichungen folgendermaßen schreiben: 


dp Ou 


(1) 
(B) (I) 


(III) 


N 


dp Pu 
da 


dz °9 Q 

Im Falle (I) führen wir noch eine Approximation ein. Das 
Glied 0?u/0z* ist von der Größenordnung u/a*, während das 
zweite Glied von der Größenordnung u?/r ist. Wenn wir also 
Größen von derselben Ordnung wie u?a?/r gegen u vernach- 


lässigen, so erhält die Gleichung (I) (B) folgende Form: 


(B) 


Im 


dv 
dr 


Werden nun die Gleichungen (B) mit Bezug auf z bzw. 0 
von z = 0 bzw. o = 0 aus integriert, so ergibt sich: 


@ u=-; 


(H) 


| 86 
| (©) 
| 4 
1 dp 
B,, 
dp 
u= ———|— —*}2z? 
mu + A,z + B,, Sc 
( ) 27 dx + B;. fli 
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Es gelten aber folgende Grenzbedingungen: 


du 


für z=0 = 0 


und 
für z= a baw. o=R: 


au 
(C) baw. Age: 


Nach der Konstantenbestimmung erhält man: 
[a? — 2? +22a], 
[a? — 2? + aa], 


.dp _ 
dr 


. dp 2 
dz 


Die Integration der Gleichungen (E) ergibt mit Rücksicht 
auf das Vorhandensein der Isobaren p, und p,: 


’ 


Schließlich erhält man die bezüglichen V-Werte durch Inte- 
gration über die betreffende Einflußöffnung in der Isobaren- 
fläche p,, indem: 


= 
er | 
| 
de 
ın | 
e- 
in 
1€ (III) 2AR]. : 
Aus den Gleichungen (A) und (D) folgert man: | ; 
dp k | 
N dp\r® 
dp n 
8 | ae) 
0 
atl n+l 1 
(1) (m > * ) = 
n a+! 4 
n+l 4 


(Il) 2fu 
0 
R 
(111) V,=2nf[ugde 


0 
u+l n+1 


re = n n 4 3 
~ Syl pin (k +4AR)). 


Für den Fall, daß p, und p, nahe gleich sind, setzen wir 
P, = Po +: und (n+ 1)/n =m, und erhalten dann 


n+1 
— e\m (m —1) 


2n 


Durch die Substitution in den Gleichungen (G) entstehen 
schlieBlich folgende approximativ geltende Formeln: 


4 1 wer. 


Die Formeln (G) und (H) gelten fiir den Fall einer 
Poiseuilleschen Strömung, wenn 4=0 gesetzt wird. Die 
Formeln (H) gelten für inkompressible Flüssigkeiten, wenn der 
letzte, binomische Faktor = 1 gesetzt wird. 


= || 
© 
- 


>» - 


H 88 R. Hoim. Ube 
(i) ann, [udz 
0 
} ? „+1 atl 
H 3 13402 d 
+1 1/n log r;/r. (a' + 340%; 
Pr 72/71 trag 
2 
(G) 3nIn+i prin (a + 32a}, den 
tref 
j 
4 
| 4 
9 
10 
11 
12 
14 
(H) pm)? 16 
18 
19 
20 
21 
län; 
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S 3. Beobachtungsresultate. 


Die Beobachtungen sind zunächst in den Tab. 1 und 2 
wiedergegeben. Außerdem sind die Briggsschen Logarithmen 
der (p, —p,)- und der /-Werte in das Diagramm 1 einge- 
tragen.') Die Kurven verbinden Punkte, welche zu konstanten 
geometrischen Eigenschaften der Stromwege gehören. Die an 
den Kurven vermerkten Zahlen geben die Nummern der be- 
treffenden Beobachtungen in den Tabellen an. 


Tabelle 1. 


Versuche mit der Kapillare. 


Ver-| Baro- | | |Ver- Baro- 
| |Pi— Pa V 

such | meter-| Temp. jsuch meter-| Temp. 

Nr. | druck | mm aq | cem/sec | Nr. | druck mm aq | cem/sec 


| 


Trockene Luft | Trockener Wasserstoff 
1 | 758 | 19,9 | 3,64 | 3,931 | 762 | 19,2 | 26,5 56,1 
2 | 758 | 19,9 
758 | 19,9 


4,30 4,648 | 762 | 19,2 | 26,5 56,0 
4,30 | 4,640 | 762 | 19,2 | 26,4 55,8 


758 | 19,9 
758 | 19,9 
158 | 19,9 
758 | 19,9 
758 | 19,9 


7,03 | 7,853 | 762 | 19 | 22,05 | 47,5 


| 


11,97 | 11,86 762 | 19 | 15,77 | 34,7 


| 
12,02 | 11,91 | 162 | 19 | 15,75 | 34,6 
15,605 | 15,21 | 762 | 19 | 50,21 | 100,8 
15,60 15,20 | 762 | 19 | 50,11 | 100,0 
| 157 | 19,5 | 22,16 | 209 | 762 | 19,8 | 62,4 | 123,1 
| 157 | 19,5 | 22,16 | 20,8 762 | 19,8 | 62,1 | 123,6 
| 757 | 19,5 | 41,76 | 33,6 762 | 19,8 | 72,1 | 194,7 
157 | 19,5 | 79,8 | 51,0 162 | 19,6 | 72,9 | 135,4 
757 | 19,5 | 68,7 | 46,3 162 | 19,6 | 72,9 | 135,2 
757 | 19,5 | 52,1 | 39,7 762 | 19,6 | 58,0 | 111,8 
157 | 19,5 | 89,0 | 31,9 762 | 19,5 | 57,9 | 110,8 
| 757 | 19,5 | 32,5 | 28,0 162 | 19,5 | 43,7 | 89,0 
Feuchte Luft 762 | 19,5 | 48,7 88,6 
752 | 16,1] 3,96 | 4,25 162 | 19,5 | 35,84 | 72,9 
752 | 16,1 | 3,96 | 4,25 | 41| 762 | 19,5 | 35,86 | 72,8 
752 | 161] 844 | 887 | 42| 755 | 16,6 | 7,108) 15,6 
21) 752 | 16,1 | 8,44 | 887 | 43| 755 | 16,6 | 7,103| 15,62 


| 
| 
758 | 19,9 7,02 | 7,858 | 762 | 19,2 | 22,10 | 47,6 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


1) Die Beobachtungspunkte 51—54 sind alle um ine Abszissen- 
linge von 0,8 nach rechts verschoben eingetragen. 


| 
q 
¥ 
j 
ij 
g F 
. 
i 
5 | 
4 
if 
i} 
{ 
iW 
if 
i 
\ 
4 
4 
| 
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Tabelle 2. 


Bewegung trockener Luft zwischen Platten. 


Versuch 


Nr. 


Bewegungsrichtung von 7, | 


44 


43,8 
2,729 


5» 
= 8 


| Barometer- 


druck 
| Temperatur | 


| 


“4 


d.h. nach außen 


178,8 


178,8 
178,8 
178,8 
178,8 
178,8 
178,8 

70,0 


70,0 
272,3 
1272,8| 7 


272,3 
272,3 
‚272,3 
272,3 
272,3 
272,3 


99 


99 
99 
99 
146 


1146 


146 
146 
146 
146 


70,0) 
70,0 


272,3 
272,3) 


| 764 
764 


158 200 


758 20,0 
758 120,5 
158 20,5 
158 |20,7 
758 20,8 
7158 |20,8 


| 


759 21,5 
759 21 
759 21 
759 21 
754 21,1 
754 |21,1 


754 21, 1 


754 21, 


754 | 


21,0 


154 21 A) 


759 
759 
759 
759 


149 | 


164 | 


19,2 
19,2 


9, 2 
19,2 


18 


18 
18 
18 
16,5 
16,5 
16,5 
16,5 


116,5 


16,5 


4,50 | 2,422 


4,60 

6,98 
10,34 
20,35 
16,53 
16,28 
18,49 
18,7 
17,60 
51,17 
19,34 

9,89 


8,58 
0,629 
2,668 
2,655 
1,759 
30,35 
16,77 
9,78 |16,69 
5,89 110,48 
5,77 10,34 
1,76 | 3,27 
8,86 15,47 
22,23 |32,84 
80,6 44,65 
49,6 (71,55 


16,29 | 1,748 


35,73 | 
65,50 | 
65,50 
6,82 
12,19 
35,2 
50,0 
66,40 
66,43 


3,838 
7,04 
7,005 
2,58 
4,51 

12,82 

17,94 

23,48 

23,40 


a 

o 
> 
Nr. 


2,432 || 
8,147 | 
5,505 || 
10,52 
8,69 | 


1 


86 


94 
95 
96 
97 
98 
99 
/100 


| 


43,8 
2,729 


| Barometer- 


|i 


Bw 
= 8 


90,8) 755 


90,3, 755 
90,3, 755 
90,3 755 
90,3| 755 
146,3 755 
146,3| 755 
146,8] 155 
1146,83 755 
146,3| 755 


140,5| 745 


140,5 745 
140,5, 745 
140,5 745 
'140,5| 745 
140,5 745 
140,5, 745 
140,5| 745 


druck 


| 
| 
| 
| 


Temperatur 


19,0 


19,0) 62,5 
19,0, 21,48 
19,0 21,18 
19, ‚01031 
19,0) 11,54 
19,0) 17,18 
19,0) 28,50 
19,0 52,6 
19,0| 52,7 


15,98 


35,6 
34,4 
24,25 
32,8 
54,7 
16,00 
10,35 


15,1 


15,1 
15,1) 
15,1 
15,1 
15,1 
15,2 
15,2 


43,0 


d. h. nach innen 


140,5 


140,5 
1140,5 
140,5 
140,5 
140,5 


140,5 745 15,1 
756 17,2 
756 117,2) 


194 
194 


| | 


145 15,2 


145 15,2 
745 15,1 
745 115,1 
745 115,1 
745 15,1 


38,8 
25,25 
35,5 
62,6 
16,70 
10,70 
6,17 


| 
16,65 


| 


V 


‘mm aq) ccm/see 


3,602 


5,21 
1,805 
1,802 
8,510 
4,01 
6,06 
9,89 

17,19 

17,18 


3,99 


Bewegungsrichtung von r, nach ry 


4,05 


8,88 
5,96 
8,17 
13,21 
4,055 
2,68 
4,39 


6,57 


90 
| 
Ts | 
_ i i 
| 
| 
| 
| ; ” 1 
45)» | 78| 
79) „ 
: 48 ” 81 ” 1 
| 49) ” 82) „ 1 
50} 83 ” 
’ 
54) „ 8,8 
55 „ | 87 „ 8,45 
56 „ | 88) ” 6,04 
57 | 89] „ 8,09 
58 „ | | 90 „ 
59 „ 9 „ | 4,08 
60 ,, 92 | | 2,6 
| | 
2 „ 
68) 
| 
| 43 | | 
3, | | 
149 | — = 
67,0 | 
68 | 749 Fi 
” | 164 |» 
11| „ 164 
” 
73) » | ” 
| | | 
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Tabelle 2. (Fortsetzung.) 


E r, | 2a V % | 2@ Pi-Ps| V 
>| 7, |inu >in = 
Nr. |& com/see | Nr, & mm aq cm/sec 
Bewegungsrichtung von 7, nach 7, 43,8 | 

EE Pare 110 2729 194 | 756 148] 50,00 | 23,85 


43,8 t11} „ | 194 156 17,2 50,05 | 23,85 


194 | 756 |17,2| 9,71| 6,56 
2,729 

103, „ | 194 | 756|17,2|13,79| 8,80 | Strömung im parallelepipedischen 
104| „ | 194 | 756 117,2) 8,47| 5,87 Kanal 

105} „ | 194 | 756 117,2) 15,23 | 9,58 112] 800 | 756 116,5] 1,59 | 9,18 
106| „ | 194 | 756 117,2] 15,28 | 9,55 1113) 800 | 756 16,5 2,68 | 15,11 
107] » | 194 | 756 17,2) 25,12 | 14,26 I114 800 | 756 |16,5| 6,44 | 35,20 
108| „ | 194 756 17,2] 25,12 14,20 |115 | 800 | 756 |16,5 10,41 | 53,88 
1090| „ | 194 | 756 17,2) 88,1 | 17,58 116 ' 800 | 756 |16,5, 19,00 | 98,12 


Die genaue Giiltigkeit der Formeln (H) wiirde sich im 
Diagramm 1 teils durch einen infolge der Kleinheit der GréBe 
(p, — P2)/p, fast geradlinigen Verlauf der bezüglichen Kurven in 
45° Neigung gegen die Achsen, teils in einer von den geometrischen 
Dimensionen des Luftweges und von dem Reibungskoeffizienten 
bedingten Lage der betreffenden Geraden zeigen. 

Zunächst mache ich darauf aufmerksam, daß die Kurven 
nicht, jedenfalls nicht in ihrer ganzen Ausdehnung, Geraden 
sind, daß aber ihre ersten Teile links offenbar recht genau 
gerade sind. Ich habe nach den Formeln (H)') die zu erwarten- 
den Schnittpunkte der theoretischen Kurven mit der Geraden 
y= 1,301, die p, — p, = 20 mm aq entspricht, ausgerechnet 
und die betreffenden Punkte als Kreuze im Diagramm 1 
eingetragen. 

Ich rechne mit 2 = 0, mit den Reibungskoeffizienten 

must = 10-4 + 1,920 (1 + 0,0025 (£ — 20)) 0.6.8. 
und nm, = 1075 .8,95 C.G.8. 
und mit den gemessenen 2a-Werten, die in der Tab. 1 an- 


1) Und mit der Annahme 1 <n< 1,4. Welchen n-Wert man 
wählt, ist bei der in Frage kommenden Genauigkeit recht gleichgültig. 
Die theoretische Kurve weicht von einer Geraden im betr. Gebiet äußerst 
wenig ab. 


| 
v N 
cm/sec 
3,602 
5,21 
1,805 | 
1,802 
8,510 
4,07 
6,06 
9,89 
17,79 
17,78 
3,99 
8,8 
8,45 
6,04 
8,09 
13,15 
4,03 | 
2,6 | 
h My 
hi 
4,05 | 
8,83 ! 
5,96 1 
8,17 | 
3,21 
4,055 
2,63 
4,39 
6,57 
| 
| 
| 
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gegeben werden.!) Die größte Fehlerquelle liegt in der Un- 
sicherheit dieser 2a-Werte, welche etwa 2 u betragen kann. 
Danach wäre in den ausgerechneten Logarithmen Fehler bis 
auf 0,02 und 0,03 zu erwarten. 


1,0 1,5 23,0 
Diagramm 1. 


Im Diagramm 1 schwanken die Entfernungen der Kreuze 
von den betreffenden Geraden zwischen 0,003 und 0,035 mit 


1) Die Länge der gleichmäßigen Kapillare war 193 mm. Ein 
effektive Länge von 195 mm wurde berechnet unter der Annahme daß 
dp/dx in einem Ansatzquerschnitt mit dem Radius 9 den Wert 

4 
> = 2. (2) hatte, wo 9, und (dp/dz), sich auf das gleichmäßige 
dz \da), 
Rohr beziehen. 


| 
= 0,5 410 1,5 2,0 
7 
©, / © 
E d 
Ya V4 / o//9 
1,0 $ 7 1,0 
4 2 X 7 
ww. 
0,5 0,5 
—>| "log ($88) 
0 0,5 
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verschiedenen Vorzeichen, d. h. Fehler von der zu erwartenden 
Größe. Es kann demnach behauptet werden, daß die Formeln 
(H), mit A= 0 gesetzt, sehr gut die Luftbewegung in den be- 
treffenden Kanälen darstellen, solange die Luftgeschwindigkeit 
klein ist. Ob die Gültigkeit der Formeln bei bestimmter Luft- 
geschwindigkeit aufhört und bei welcher, das läßt sich aus 
meinen Messungen nicht genau feststellen. Es ist indessen 
bemerkenswert, daß die Punkte des Diagramms 1. folgende 
Konstruktion der sie verbindenden Kurven gestatten: 


Ich zog in möglichst guter Berührung mit den ersten 
Punkten links gewisse Geraden, G, unter 45° Neigung zu den 
Koordinatenachsen. Durch weiter nach rechts folgende Punkt- 
reihen wurden andere Geraden @, gezogen und schließlich, 
wenn hierdurch nicht alle Punkte berücksichtigt wurden, 
wurden die letzten Punkte rechts durch gestrichelte Kurven 
verbunden. Die Winkelkoeffizienten der Geraden G, war also 
genau = 1, die Koeffizienten y, der Geraden @, konnten in 
den Fällen, wo es sich um die Strömungsart I handelte, gleich 
1,065 gewählt werden; zur Strömungsart II gehört y, = 1,11, 
im Falle der Luftströmung durch die Kapillare wurde y, = 1,15 
und im Falle der Wasserstoffstrémung durch die Kapillare 
7, = 1,10. Die betreffenden Winkelkoeffizienten y bedeuten, 
daß unter den betreffenden Umständen die Beziehung zwischen 
(p, — p,) und V folgende Form hat 


P; — P, = 4-V", wo A eine Konstante ist. 


Ks ist nun recht interessant die Schnittpunkte der Ge- 
raden G, und G, zu studieren. Da diese Punkte den Uber- 
gang von Poiseuillescher zu einer anderen Strémungsart 
markieren, darf man vermuten, daß für sie eine Reynoldsche 
Beziehung gültig ist. D. h. wenn der einem derartigen Punkte 
entsprechende Y-Wert mit 7’ bezeichnet wird, so muß gelten: 

2a 20.a’ 


(I) 


Vel 


Un- 
Nn, 
bis 
0 
1 
5 
| 
nit | 
Ein 
laß 
art 
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Als linke Glieder dienen hier Ausdrücke für die mittlere 
Gasgeschwindigkeit im betreffenden Kanal, mit Ausnahme für den 
Fall I. In diesem Fall und unter Voraussetzung einer Strö- 
mung nach außen ist es von vornherein wahrscheinlich, daß 
bei steigender Geschwindigkeit die neue Strömungsart zuerst 
an der Fläche z?+y? = r,’, wo die größten Geschwindigkeiten 
vorkommen, einsetzt, so daß es hauptsächlich auf das Ge- 
schwindigkeitsmittel an dieser Fläche ankommt, ob die Strö- 
mung die Poiseuillesche Form behält. Demnach ist wahr- 
scheinlich /(r,) = 1. 

Es ergibt sich also aus (J) für eine Strömung nach außen: 


di) wee 


Was nun zuerst /,’ betrifft, so ergibt sich aus dem Dia- 
gramm 1: 


Vs tut = 6,3 und = 43. 
Nach (K) sollte gelten: 


yr 
Vs H, %Luft 


’ 


was auch zutrifft, denn die beiden Quotienten sind bzw.: 


8,95 
6,8 und = 6,7. 


43 
6,3 = 

Die Konstante C, berechnet sich nach Substitution der 
oben angegebenen Werte von 7, o und R zu 127. 

Die von Reynolds?) für Flüssigkeiten und von Ruckes4 
fir Luft gefundene kritische Konstante C = 2000 bezieht sich 
auf im Verhältnis zur Weite sehr lange Röhren und definiert 
eine Geschwindigkeitsgrenze, oberhalb deren die Reibung auf 


1) O. Reynolds, Phil. Trans. 1883. 
2) W. Ruckes, Ann. d. Phys. 25. p. 983. 1908. 


| 

| 

f 


Über die Bewegung eines Gases in Kapillaren und Kanälen. 95 


einmal sehr viel größer wird als unterhalb. Meine Versuche 
mit der Kapillare ergänzen die Ruckeschen, indem sie ein 
Beispiel mit einer ganz kurzen Kapillare geben. Die Reibungs- 
veränderung tritt hier nicht so schroff auf. 

Die Messungen 112—116 gehören zur Stromart II. Die 
Kanaldimensionen waren: Länge 15 cm, Breite 3 cm, Weite (2a) 
0,08 + 0,005 cm. Die schlechte Übereinstimmupg mit der Be- 
rechnung nach der Formel (H) dürfte mit der wenig genauen 
Parallelität der Kanalwände, die aus Nickelblechen bestanden, 
zusammenhängen. Aus der Formel (K) (II) und der Kurve 112 
bis 116 berechnet sich C, = 96. 

Die Hauptuntersuchungen galten der Strömungsart (I). 
Dazu ist zunächst zu bemerken, daß die Strömung nach innen 
offenbar größere Neigung zur Wirbelbildung hat, als die um- 
gekehrte. An den Kurven 100—111 und 93—99, die zu einer 
Strömung nach innen gehören, ist nämlich überhaupt keine 
Poiseuillesche Strömung zu erkennen.*) Die letzte Kurve ist 
besonders geeignet den Unterschied von der Strömung nach 
außen zu verdeutlichen, weil sie zu derselben Plattenstellung 
wie die Kurve 85—92 (mit Strömung nach außen) gehört. 

Auffallend gut bestätigt sich?) die von der Formel (K) (I) 
verlangte Unabhängigkeit der V,’-Werte von a und von r,. 


Für 2 r, = 2,729 mm erhält man im Mittel: 
log V,’ = 0,869, 7,’ = 14. 
Aus der Kurve 69—74 ergibt sich 
für 2 r, = 3,798 mm: /,’ = 10,8. 
Die beiden /,’.Werte sollten sich laut Formel (K) (I) wie 
die betreffenden Radien r, verhalten. Die beiden Verhilt- 
nisse sind: 


10,8 3,798 
= 1,46 und = 1:39, 


d. h. die Übereinstimmung mit der Formel ist befriedigend. 


— 


1) Es ist hervorzuheben, daß mittels Interferenzerscheinungen 
festgestellt wurde, daß die gebrauchten Druckdifferenzen p,— 7, nicht 
einmal um 25 wu die gegenseitge Lage der Platten C und D veränderten. 

2) Siehe Diagramm 1. 
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Aus der Formel (K) berechnet sich die Konstante (, 
zu C, = 27. Die Konstante C, ist kleiner als C,, und C, ist 
noch kleiner. Dies hängt wohl damit zusammen, daß der 
Luftstrom im Fall (III) allseitig geführt wird, während er im 
Fall (II) nur weniger gut geführt ist, und am wenigsten 
im Fall (I). 


Berlin-Siemensstadt, Phys. Chem. Laboratorium der 
Siemens & Halske A-G., im Januar 1914. 


(Eingegangen 26. Januar 1914.) 
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4. Der 
Lichtbogengenerator mit Wechselstrombetrieb; 


von H. Rukop und J. Zenneck. 
(Hierzu Tafel I—IX.) 


1. Die Versuchsanordnung. 
Die Schaltung war diejenige von Fig.1. Darin bedeutet 
M die Wechselstrommaschine, C die Kapazität, L die Selbst- 
induktion des Schwingungskreises. D in der Speiseleitung be- 
zeichnet eine Drosselspule, zu der auch noch Ohmsche Wider- 


| = 
B R 

Fig. 1. 


stände hinzukommen können; daß sie nicht hinzukommen 
müssen, daß vielmehr für die Speiseleitung Drosselspulen mit 
ihrem geringen Energieverbrauch genügen, ist ein wesentlicher 
Unterschied gegenüber dem Gleichstrombetrieb des Lichtbogen- 
generators. 

Die Maschine war eine Drehstrommaschine von Siemens- 
Schuckert Mod. MDG.131, mit einer verketteten Spannung 
von 550 Volt und einer Frequenz von 50/sec. Die Kondensa- 
toren C waren Glimmerkondensatoren oder Flintglasflaschen, 
bei niederen Frequenzen zum Teil auch Papierkondensatoren. 
Für die Selbstinduktion des Schwingungskreises wurden aus- 


Annalen der Physik. IV. Folge. 44, 7 
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schließlich eisenfreie Spulen!) verwendet, während für die 
Drosselspulen D in der Speiseleitung außer eisenfreien Spulen 
auch noch Bogenlampen-Drosselspulen mit Eisenkernen zur 
Benutzung kamen. 

Für die Aufnahme der Stromkurven (Momentaufnahmen 
nach der früher beschriebenen?) Methode) wurde ein Paar von 
eisenfreien Spulen, welche die Braunsche Röhre magnetisch 
beeinflußten, verwendet. Dieses Spulenpaar war entweder 
zwischen A und G (Fig. 1) eingeschaltet, wenn die Kurve de 
Stroms J, im Kondensatorkreis C L R aufgenommen werden 
sollte, oder zwischen A und F, wenn es sich um Aufnahme 
des Lampenstromes J handelte. Für die Aufnahme der Licht- 
bogenspannung wurden ebenfalls zwei Spulen verwendet, die 
unter Vorschaltung von Glühlampen sehr hohen Widerstandes 
parallel zum Lichtbogen gelegt waren. Die im folgenden repro- 
duzierten Lissajousschen Figuren wurde in der Weise her- 
gestellt, daß die-horizontale Ablenkung des Flecks an der 
Braunschen Röhre durch den fast sinusförmigen Speisestrom J, 
die vertikale durch den Strom J, im Kondensator CL R, und 
zwar in beiden Fällen mittels magnetischer Ablenkung, hervor- 
gerufen wurde. 


II. Allgemeine Übersicht über die Verhältnisse. 


a) Wenn man bei der Anordnung von Fig. 1 die Frequenz 
des Schwingungskreises durch Änderung der Kapazität C von 
kleinen Werten beginnend allmählich steigert und den effektiven 
Strom an dem Hitzdrahtinstrument H verfolgt, so findet man 
eine Abhängigkeit des Stromes von der Frequenz, wie sie in 
Figg.2a und b zum Ausdruck kommt. 

1. Es treten abwechselungsweise Maxima und Minima auf. 
Die Maxima entsprechen dem Fall, daß die Frequenz des 
Kondensatorkreises ein ungerades Vielfaches der Frequenz des 
Speisestromes, die Minima dem Fall, daß die Frequenz ein ge- 
rades Vielfaches dieser Frequenz ist.?) 


1) Vgl. J. Zenneck, Phys. Zeitschr. 11. p. 1230 Fußnote 3. 1910. 

2) J. Zenneck, Phys. Zeitschr. 14. p. 226. 1913. 

3) Die Verhältnisse liegen also wesentlich anders, als bei der An- 
ordnung von C. Schapira (Dr.-Ing.-Diss., Charlottenburg, p. 30) der 
zwei schwingende Systeme, eines von niederer und eines von höherer 
Frequenz, an denselben Lichtbogen angeschaltet hatte. Er erhielt ein 
Maximum im zweiten System auch dann, wenn dessen Frequenz ein ge- 
rades Vielfaches derjenigen im ersten System war. 
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0 350 400 450 500 550 600 700 
Fig. 2a. 
Effektiver Strom im Kondensatorkreise bei konstanter Selbstinduktion 
und veränderlicher Kapazität. 
Lichtbogen A, L = 1,1 H, R = 20 Ohm. 


\ 


Freq del | 
40 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 
Fig. 2b. 
Eifektiver Strom im Kondensatorkreise bei konstanter Selbstinduktion 
und veränderlicher Kapazität. 
Lichtbogen A, L = 0,12 H, Rx6 Ohm. 
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2. Das erste — wenn man von dem Fall der Resonanz 
zwischen Kondensatorkreis und Speisestrom absieht — und 
bei weitem stärkste Maximum tritt auf, wenn die Frequenz 
des Kondensatorkreises den dreifachen Wert der Frequenz de 
Speisestroms besitzt. Es ist dies derjenige Fall, den der eine 
von uns als ein Mittel zur Transformation der Frequenz früher 


Widerstand nur aus dem Verlustwiderstand der Kapazität ( 
und der Selbstinduktion L bestand. 

Ist die Frequenz des Kondensatorkreises sehr viel, z.B, 
mehrere 100mal größer als diejenige des Speisestromes, so wird 
das Verhältnis zwischen der Frequenz des Kondensatorkreises 
und derjenigen des Speisestromes ohne jede Bedeutung: man 
hat es dann mit demjenigen Fall zu tun, den W. Peuckert?) 
vor einiger Zeit näher studiert und zum Betrieb des Poulsen- 
generators vorgeschlagen hat. 


b) Der Fall der Maxima wird unter III ausführlich be- 
sprochen werden. Im Fall der Minima, wenn also die Frequenz 
des Kondensatorkreises ein gerades Vielfaches der Frequenz 
des Speisestromes ist, kann man regelmäßige Schwingungen 
mit nahezu konstanter, wenn auch kleiner Amplitude erhalten, 
aber dieselben zeigen in dem Moment, in welchem der Speise- 
strom durch Null hindurchgeht, einen Phasensprung um 180°, 
wie ihn Fig. 3%) bei P, und P, darstellt: die Schwingungen 
werden am Anfang jeder Halbperiode immer wieder von neuem 


vorgeschlagen hat.!) 8 
3. Je höher die Frequenz des Kondensatorkreises unter § 2 
sonst gleichen Umständen wird, um so mehr verschwinden die # ® 
Maxima und Minima, von um so geringerer Bedeutung wird # § 
das Verhältnis zwischen der Frequenz des Kondensatorkreises § ? 
und derjenigen des Speisestromes. Bei derselben Frequenz § ® 
wird dieses Verhältnis um so bedeutungsloser, je größer der # ! 
Widerstand des Kondensatorkreises ist. Bei unserer Anordnung # ’ 
gab eine Frequenz des Kondensatorkreises, die gleich dem § ! 
35fachen derjenigen des Speisestromes war, noch eben ein deut- § ! 
lich erkennbares Maximum, wenn im Kondensatorkreis der § ° 
( 

1 


1) J. Zenneck, Phys. Zeitschr. 18. p. 953. 1912. 
2) W. Peuckert, Elektrotechn. Zeitschr. 29. p. 562. 1908. 

3) Bei Fig. 3 ist der Deutlichkeit halber die horizontale Ablenkung 
nicht durch den Speisestrom selbst, sondern durch eine andere Phase der 
Maschine hervorgerufen. Die Figg. 3—68 befinden sich auf Taf. I—IX. 
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erregt, und zwar in entgegengesetztem Sinne, als sie vorher 
vorhanden waren. Man hat also hier einen ganz ähnlichen 
Fall, wie bei den geradzahligen, aber phasewechselnden Ober- 
schwingungen von Wechselstrommaschinen.t) 

c) Wenn die Frequenz des Kondensatorkreises weder genau 
ein ungerades noch ein gerades Vielfaches der Frequenz des 
Speisestromes war, so beobachtete man entweder — und 
zwar besonders bei den höheren Frequenzen — fast genau die- 
selbe Erscheinung, wie sie eben bei den geraden Vielfachen ge- 
schildert wurde: die Schwingungen wurden in jeder Halbperiode 
mit einem Phasensprung neu erregt. Oder es traten eine 
eigentümliche Art von Schwebungen auf, wie sie Fig. 4 zeigt. 
Man ist berechtigt sich vorzustellen, daß diese Schwebungen 
zustande kommen durch die Superposition der Eigenschwin- 
gungen des Kondensatorkreises mit der nächstgelegenen un- 
geraden Harmonischen des Speisestromes. Nicht wesentlich ver- 
schieden davon ist die Auffassung, daß die Eigenschwingungen 
des Kondensatorkreises, nachdem sie einmal erregt sind, dureh 
die Einwirkung des Speisestromes abwechselungsweise verstärkt 
und geschwächt werden, je nach dem momentanen Phasen- 
verhältnis zwischen Strom im Kondensatorkreis und Speise- 
strom beim Durchgang durch Null. (Vgl. Vb.) 


Ill. Die Frequenz des Kondensatorkreises = ungerades Vielfaches 
derjenigen des Speisestroms. 

Mit Rücksicht auf die hohen Spannungen, welche bei diesen 
Versuchen auftreten und die uns zur Verfügung stehenden 
Kondensatoren hätten gefährden können, wurde die Spannung 
des Speisestromes durch einen Einphasentransformator der 
Bergmann Elektr.-Ges. auf 170 Volt heruntertransformiert. 

a) In der Erwartung, daß die Verhältnisse durch die Eigen- 
schaften des Liehtbogens erheblich beeinflußt werden müssen, 
wurde mit zwei verschiedenen Bogen gearbeitet. Bei dem ersten 
— im folgenden mit A bezeichnet — waren die Kohlen Homogen- 
kohlen von 20 mm Durchmesser, beim zweiten (B) Effekt- 
kohlen (Docht mit Calciumsalz getränkt). In beiden Fällen 
war der Lichtbogen in eine gekühlte, ursprünglich mit Luft 
gefüllte Kammer eingeschlossen. Der Abstand der Kohlen 
war fein regulierbar und betrug gewöhnlich bei den Homogen- 


1) Vgl. B. Strasser und J. Zenneck, Ann. d. Phys. 20. p. 759. 1906. 
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kohlen (A) 0,8 mm, bei den Effektkohlen (B) 2,5 mm. Für diese 
Abstände waren die Spannungskurven bei abgeschaltetem Kon. 
densatorkreis und einem Speisestrom von ca. 3,8 Amp. die. 
jenigen von Figg. 5 bzw. 6, die Charakteristiken diejenigen von 
Figg. 7 bzw, 8. 

b) 3. Harmonische.*) Die Erscheinungen, die sich in diesem 
Falle ergaben, sind bei dem Lichtbogen A für verschiedene 
Widerstände R (Fig. 1) in den Figg. 9 bis 17 zusammengestellt, 
und zwar enthalten diese Figuren sowohl die Kurven de 
Stromes J, im Kondensatorkreis (Figg. 9, 13, 16) als die Kurve 
des Lichtbogenstroms J (Figg. 10, 14), als auch die Lissajous. 
figuren, welche durch Superposition des Stromes im Konden- 
satorkreis und des Speisestromes entstehen (Figg. 11, 15, 17), 
als auch die Kurve der Spannung V am Lichtbogen (Fig. 12), 
Für den Lichtbogen B ist eine Anzahl entsprechender Aufnahmen 
in den Figg. 18 bis 24 reproduziert. 

c) 5. Harmonische. Bei den Versuchen mit dieser und auch 
bei denjenigen mit der siebenten und 35. Harmonischen war 
das Verhältnis zwischen der Kapazität und der Selbstinduktion 
im Kondensatorkreis dasselbe wie bei der 3. Harmonischen; 
ebenso war auch die Stellung der Ablenkungsspulen an der 
Braunschen Röhre bei Aufnahme der Stromkurven im Kon- 
densatorkreis bzw. der Lampenströme für diese Harmo- 
nischen dieselbe, so daß also die Amplituden der Stromkurven 
und ebenso diejenigen der Lampenströme vergleichbar sind. 

Vergleicht man die bei der 5. Harmonischen gewonnenen 
Figg. 25—34 mit den entsprechenden bei der 3., so überzeugt 
man sich, daß die Verhältnisse in beiden Fällen keine wesent- 
lichen Unterschiede zeigen. 

d) 7. Harmonische. Auch bei dieser Harmonischen, auf 
welche sich die Figg. 35>—44 beziehen, bestehen noch merklich 
dieselben Verhältnisse wie bei den niedereren Harmonischen. 

e) Die 35. Harmonische zeigte schon bei dem Lichtbogen 
A (Homogenkohlen) (Fig. 45—49) bezüglich des Amplituden- 
verlaufes im Kondensatorkreis nicht unerhebliche Unterschiede 
gegenüber den Harmonischen mit niedereren Frequenzen, auf die 
erst später (V c) eingegangen werden soll. Beim Lichtbogen B 


1) Unter ,,nter Harmonischer‘‘ ist hier und im folgenden der Fall 
gemeint, daß die Frequenz des Kondensatorkreises nmal so groß ist wie 
diejenige des Speisestromes. 
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stellte diese Harmonische ungefähr die Grenze dar, bis zu welcher 
der Bogen eben noch imstande war, Schwingungen merklicher 
Amplitude zu erregen (Fig. 50) und auch das nur, wenn der 
Widerstand des Kondensatcrkreises auf ein Mindestmaß re- 
duziert war. 

Schon bei dieser Harmonischen und noch mehr bei höheren 
beobachtete man (Fig. 51), daß ungefähr in der Zeit, wenn der 
Speisestrom durch Null hindurchging, stark gedämpfte Schwin- 
gungen von einer Frequenz auftraten, die kleiner war, als die 
Frequenz des Kondensatorkreises C L. Die Prüfung dieser Er- 
scheinung ergab, daß es Schwingungen des Kreises CLDM sind. 


IV. Die Frequenz des Kondensatorkreises sehr viel (ca. 300 mal) 
höher als diejenige des Speisestroms. 

a) Außer dem eingeschlossenen Lichtbogen A, der auch 
in diesem Falle mit einer Transformatorspannung von 170 Volt 
und einem Speisestrom von ca. 3,6 Amp. bei einer Bogen- 
länge von 0,8 mm betrieben wurde, wurde hier noch eine weitere 
Reihe von Beobachtungen gemacht mit einem Lichtbogen, der 
im folgenden als Lichtbogen C bezeichnet ist. Er besaß wie der 
Liehtbogen A Homogenkohlen von 20 mm Durchmesser, aber 
der Abstand der Kohlen war größer, ca. 2 mm, durch die Licht- 
bogenkammer wurde Leuchtgas hindurchgeleitet und zum Be- 
trieb die untransformierte Maschinenspannung von 550 Volt 
verwendet. Der Bogen brannte unter diesen Bedingungen 
mit einem Strom von ca. 2,4 Amp.; die Lichtbogenspannung 
war diejenige von Fig. 52, die Charakteristik diejenige von 
Fig. 53. 

Mit dem Lichtbogen B waren bei diesen hohen Frequenzen 
des Kondensatorkreises für keine Stromstärke und keinen 
Kohlenabstand Schwingungen merklicher Amplitude zu er- 
halten, auch dann nicht, wenn seine Charakteristik die Form 
von Fig. 54 besaß. 

b) Die Erscheinungen, die man mit dem Lichtbogen A 
in der Regel bekam, sind in den Figg. 55—602) illustriert. Die 
Schwingungen im Kondensatorkreis sind, wie Fig. 57 zeigt, 
nach Analogie der Verhältnisse beim Lichtbogengenerator mit 
Gleiehstrombetrieb im wesentlichen als Schwingungen erster 


1) Die Bedingungen der Figg. 55 u. 56 unterscheiden sich nur durch 
einen kleinen Unterschied im Brennen des Lichtbogens. 
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Art anzusprechen: ihre Amplitude bleibt stets unter dem 
Momentanwert des Speisestromes. 

Der Widerstand des Kondensatorkreises äußerte sich dabei 
in folgender Weise. Wurde er so klein als möglich gehalten, 
so war der Amplitudenverlauf durch einen zweimaligen An- 
stieg während jeder Halbperiode des Speisestromes charak- 
terisiert: der erste große Anstieg (vgl. die Figg. 55, 56 bei A) 
erfolgt unmittelbar, nachdem der Speisestrom durch Null hin- 
durchgegangen ist, der zweite kleinere bei B kurz, ehe der 
Speisestrom wieder auf Null abfällt. Wurde der Widerstand 
im Kondensatorkreis erhöht, so änderte sich das Bild insofern, 
als der zweite Anstieg um so mehr verschwand, je größer der 
zugeschaltete Widerstand war. (Vgl.die Bilder von Figg. 59u. 60.) 

ce) Der Lichtbogen C lieferte, wenn kein Widerstand im 
Kondensatorkreis zugeschaltet war, die Schwingungen der 
Figg. 61—63. Sie sind, wie aus Fig. 62 unmittelbar hervorgeht, 
als Schwingungen zweiter Art!) aufzufassen: ihre Amplitude 
ist stets mindestens so groß als der Momentanwert des Speise- 
stromes, der Lichtbogenstrom fällt deshalb in jeder Periode 
des Kondensatorkreises auf Null ab. 

Bei allmählichem Zuschalten von Widerstand im Konden- 
satorkreis tritt kaum eine merkliche Änderung ein, so lange der 
Widerstand unter einem ganz bestimmten kritischen Wert bleibt 
(bei unserer Anordnung ca. 20 Ohm). Sobald aber dieser Wider- 
stand überschritten wird, springt das Bild fast plötzlich in das- 
jenige von Fig. 64—66 um: die Schwingungen fallen in dem 
Moment, in welchem der Speisestrom seinen Maximalwert er- 
reicht hat, so rasch auf Null ab, daß in der zweiten Hälfte 
jeder Halbperiode praktisch keine Schwingungen mehr vor- 
handen sind. Nur in dem Moment, in dem am Ende jeder Halb- 
periode der Speisestrom Null wird, tritt gewöhnlich noch eine 
ganz kurz andauernde Schwingung auf (vgl. Fig. 64), von der 
dahingestellt bleiben möge, ob sie eine Schwingung des eigent- 
lichen , Kondensatorkreises oder des Kreises CL DM ist (vgl. 
Ill e). 


1) Solche Schwingungen zweiter Art kamen mit Schwingungen 
erster Art gemischt ausnahmsweise auch beim Lichtbogen A vor. — 
Schwingungen dritter Art, deren Zustandekommen unter den vorliegenden 
Umständen man mindestens für möglich halten sollte, haben wir niemals 
beobachtet. 


; 
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Bei weiterer Steigerung des Widerstandes trat eine Än- 
derung nur noch insofern ein, als die Zeit, während der zu 
Beginn jeder Halbperiode des Speisestromes Schwingungen im 
Kondensatorkreis vorhanden sind, sich immer mehr verkürzte. 


V. Diskussion der Resultate. 


a) Die erste Art der Schwingungserregung. 


In dem Fall, in dem die Frequenz des Kondensatorkreises 
sehr viel größer ist als diejenige des Speisestromes (IV), liegen 
die Verhältnisse ziemlich einfach, wenigstens wenn man vor- 
erst absieht von den Vorgängen in unmittelbarer Nähe des Zeit- 
punktes, in dem der Speisestrom durch Null hindurchgeht. 
Der Speisestrom ist während einer ganzen Anzahl von Perioden 
des Kondensatorkreises als annähernd konstant zu betrachten 
und man hat es wesentlich mit denselben Bedingungen zu 
tun, wie beim Gleichstrombetrieb des Lichtbogengenerators. 


1. Die notwendige Bedingung für das Bestehen von 
Schwingungen ist auch hier, daß die Charakteristik des Licht- 
bogens mindestens einen fallenden Teil enthält und daß für 
diesen der Neigungswinkel (@) der Charakteristik gegen die J- 
Achse die Duddellsche Bedingung |tg «| > R befriedigt, worin 
R den Verlustwiderstand des Kondensatorkreises bedeutet. 
Die schönste Illustration der Duddellschen Bedingung liegt 
wohl in den Verhältnissen, die in den Figg. 64—66 zum Aus- 
druck kommen und in IV ce besprochen worden sind. Der dort 
erwähnte kritische Widerstand, bei dessen Überschreitung die 
Schwingungen in der Mitte der Halbperiode des Speisestromes 
sofort abfallen, ist dadurch bestimmt, daß die Tangente des 
Neigungswinkels & im Punkte B (Fig. 53) für den oberen Ast 
A B der Charakteristik gerade noch größer, für den unteren 
Ast AB gerade kleiner ist als dieser kritische Widerstand. Auch 
die Tatsache (vgl. IV c), daß bei weiterer Vergrößerung des 
Widerstandes die Schwingungen sich immer mehr auf den 
steileren Teil des Astes A B zurückziehen, erklärt sich — 
das Duddellsche Kriterium unmittelbar. 


Auch die in IVb erwähnte Beobachtung, daß bei den 
Schwingungen erster Art von Figg. 55 und 56 der zweite An- 
stieg nur dann eintritt, wenn der Widerstand des Kondensator- 
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kreises genügend klein ist, daß er dagegen fehlt, wenn der 
Widerstand groß ist, findet durch die Duddellsche Bedingung 
eine Erklärung. Wenn der Widerstand kleiner ist, als die Tan- 
gente des Neigungswinkels der Charakteristik Fig. 7 zwischen 
den Punkten D und C, so wird den Schwingungen auf diesem 
Teil der Charakteristik mehr Energie zugeführt, als im Konden- 
satorkreis verbraucht wird, und es steigt die Amplitude an. 
Ist dagegen der Widerstand größer als die Tangente des Nei- 
gungswinkels an der betreffenden Stelle, so ist ein Anstieg 
der Amplitude unmöglich. 

2. Das Duddellsche Kriterium ist indessen keine hin- 
reichende Bedingung dafür, daß in einer vorgegebenen Zeit die 
Schwingungen eine merkbare Amplitude erreichen. Es dauert 
bekanntlich, auch wenn die Duddellsche Bedingung be- 
friedigt ist, stets eine gewisse Zeit, bis die Amplitude der 
Schwingungen einen bestimmten Wert bekommt, und zwar 
ist diese Zeit um so größer, je geringer die Neigung der Charak- 
teristik und je größer der Widerstand ist.*) 

Darauf ist es zurückzuführen, daß bei der Charakteristik 
von Fig. 54 überhaupt keine merklichen Schwingungen ent- 
stehen, obwohl diese Charakteristik einen fallenden Teil DC 
besitzt: die Zeit, während deren die Charakteristik fallend ist, 
ist so kurz, daß die Schwingungen eine merkbare Amplitude 
nicht erhalten. 

Es hängt damit wohl auch zusammen, daß der Fall von 
Fig. 65 Schwingungen auch dann nicht mehr liefert, wenn die 
Tangente des Neigungswinkels « (in der Nähe von C in Fig. 53) 
wieder größer geworden ist, als der Verlustwiderstand des 
Kondensatorkreises: die Zeit bis zum Abfall des Speisestromes 
auf Null ist auch hier zu kurz, als daß unter den vorliegenden 
Bedingungen die Schwingungen eine endliche Amplitude be- 
kommen könnten. 


b) Die zweite Art der Schwingungserregung. 

In dem Fall, der in III besprochen wurde — die Fre- 
quenz des Kondensatorkreises ein ungerades Vielfaches der 
Frequenz des Speisestromes und nicht extrem viel höher als 
diese —, ist die Erregungsart der Schwingungen eine ganz 
andere. 


1) Vgl. z.B. J. Zenneck, Ann. d. Phys. 48. p. 481 1914. 
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Das zeigt schon die Tatsache, daß hier Schwingungen 
erregt werden können durch einen Lichtbogen (B), dessen 
Charakteristik in ihrem ganzen Verlauf steigend ist (vgl. Fig. 8). 
Ebenso liegt ein Beweis dafür in der Beobachtung, daß in diesem 
Fall der Widerstand des Kondensatorkreises eine ganz andere 
Rolle spielt als bei der ersten Erregungsart: der Widerstand 
konnte auf mehrere tausend Ohm gesteigert werden, ohne daß 
die Schwingungen völlig aufhörten.!) Dafür, daß es sich hier 
um eine ganz andere Erregungsart handelt, spricht auch der 
Umstand, daß bei den Harmonischen unterhalb der 35. auch 
in denjenigen Fällen, in denen die Amplitude der Schwin- 
gungen während jeder Halbperiode ganz oder nahezu auf Null 
abfällt, die Schwingungen zu Anfang jeder Halbperiode mit 
endlicher Amplitude neu erregt werden, und daß die Amplitude 
zu Anfang jeder Halbperiode ihren maximalen Wert bekommt 
(vgl. Figg. 16, 38 und 48). 


Beschränken wir uns vorerst auf den Fall des Lichtbogens 
4, dessen Spannungskurve ohne parallelgeschalteten Konden- 
satorkreis in Fig. 5 dargestellt ist, so ist der Grund für die 
Schwingungserregung bei diesem Lichtbogen hauptsächlich in 
dem plötzlichen Anstieg der Lichtbogenspannung kurz vor dem 
Nullwerden des Stromes zu suchen (vgl. Punkt C in Fig.5). In 
diesem Moment fängt der Lichtbgen, der bis dahin einen Neben- 
schluß von mäßigem ‚Widerstand‘ zu dem Kondensator C und 
der Selbstinduktion L (Fig. 1) gebildet hatte, plötzlich an, einen 
Widerstand von sehr hohem Wert darzustellen. Man erhält 
also in diesem Moment ganz andere Bedingungen für die 
Wechselstromverzweigung, welche die Anordnung von Fig. 1 
bildet. Die Folge davon ist, daß nun neben dem Wechselstrom 
der Maschine Eigenschwingungen im Kreis C LDM auftreten, 
die zusammen mit dem Maschinenstrom den Kondensator 
rasch zu einer unter Umständen viel höheren Spannung auf- 
laden, als er sie während des Brennens des Lichtbogens besaß. 
Kurz darauf erfolgt das Wiederzünden des Bogens (vgl. Punkt 
A in Fig. 5) und es setzen nun die alten Bedingungen wieder 


1) Ihre Amplitude wird allerdings mit steigendem Widerstand immer 
kleiner und sie kann bei extremer Steigerung des Widerstandes so klein 
werden, daß man nicht mehr entscheiden kann, ob die Schwingungen 
aufgehört haben oder ob ihre Amplitude nur so klein geworden ist, daß 
sie mit der gewählten Anordnung nicht mehr nachgewiesen werden können 
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ein: das Resultat ist jetzt, daß der Kondensator sich im wesent- 
lichen durch den Lichtbogen hindurch in Schwingungen ent- 
lädt, die wenigstens der Frequenz nach sich nicht merklich 
von den Eigenschwingungen des Kreises C L unterscheiden.!) 
Die Funktion des Lichtbogens ist also im großen und ganzen 
ähnlich, wie diejenige eines Unterbrechers, der kurz vor dem 
Stromdurchgang durch Null die Leitung A B (Fig. 1) unter- 
bricht und sie dann kurz nachher wieder schließt, wobei (vgl. 
Figg. 5 und 7) die Unterbrechung erheblich rascher vor sich 
geht als das Schließen. 

Instruktiv sind in dieser Beziehung die Figg. 16, 17, 29 
und 39, die das ziemlich abrupte Einsetzen des Ladestromes 
beim Löschen des Bogens erkennen lassen. Besonders deutlich 
zeigt sich das. Stoßartige dieser Erregungsart anch bei den 
geraden Harmonischen (Fig. 3 bei P, und P,, vgl. II b), wo die 
Schwingungen mit einer Phase erregt werden, welche der in 
der vorhergehenden Halbperiode vorhandenen entgegengesetzt 
gerichtet ist. 

Sind die Schwingungen einmal erregt, so beeinflussen sie 
die Vorgänge im Lichtbogen, und zwar in günstigem Sinne. 
In der Nähe des Stromdurchganges durch Null ist der Strom 
einer ungeraden Harmonischen im Lichtbogen dem Maschinen- 
strom entgegengesetzt gerichtet. Das Zusammenwirken der 
beiden Ströme hat zur Folge, daß der Lichtbogenstrom, wie die 
Figg. 10, 26 und 36 zeigen, längere Zeit auf Null, der Lichtbogen 
also längere Zeit erloschen bleibt. Das verursacht dann wieder 
einen stärkeren Anstieg der Kondensatorspannung in der Nähe 
des Stromdurchganges durch Null (vgl. Fig. 12 mit 5, Fig. 67 
mit 7). 

Wenn der Lichtbogen A in seiner Wirkung verglichen 
werden kann mit einem Unterbrecher, der den Nebenschluß 
AB (Fig. 1) gegen das Ende der Halbperiode des Speisestromes 
öffnet und zu Anfang der nächsten Halbperiode kurz nach 
dem Durchgang des Speisestromes durch Null wieder schließt, 
so ist der Lichtbogen B ungefähr äquivalent einer Anordnung, 
die den Widerstand des Nebenschlusses A B zu Anfang jeder 


1) Die Verhältnisse sind also ähnlich, wie diejenigen, welche S. Maisel 
(Phys. Zeitschr. 6. p. 38. 1905) behandelt hat, allerdings unter der Annahme, 
daß der Bogen während des Brennens eine konstante elektromotorische 
Gegenkraft darstelle. 
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Halbperiode kurz nach dem Durchgang des Speisestromes 
durch Null ziemlich plötzlich verkleinert (vgl. Fig. 6 bei A) 
und ihn dann gegen das Ende der Halbperiode allmählich 
anwachsen läßt. Eine Erregung der Schwingungen tritt in 
diesem Fall fast nur ein am Anfang der Halbperiode, wo der 
Widerstand des Nebenschlusses sich ziemlich plötzlich ändert. 
Das zeigen sehr deutlich die Lissajousfiguren, Figg. 34 und 44, 
im Gegensatz zu den Figg. 29 und 39 vom Lichtbogen A, wo 
die Haupterregung bei der plötzlichen Widerstandserhöhung 
am Ende der Halbperiode eintritt. | 

Auch beim Lichtbogen B beeinflussen die Schwingungen, 
wenn sie einmal erregt sind, die Vorgänge im Lichtbogen günstig, 
insofern als die Widerstandsvermehrung gegen Schluß der Halb- 
periode und damit die Aufladung des Kondensatorkreises ver- 
größert wird (vgl. die Zacken von Fig. 21 bei Punkt C gegenüber 
der Spannungskurve von Fig.6 bzw. die Charakteristik des 
Bogens bei vorhandener 3. Harmonischer Fig. 68 mit der Cha- 
rakteristik Fig. 8 desselben Bogens ohne Schwingungen). — 

Uberblickt man die Verhältnisse bei den beiden Erregungs- 
arten, so kann man dieselben vielleicht folgendermaßen charak- 
terisieren. Bei der ersten Erregungsart (a) handelt es sich um 
eine allmähliche Energiezufuhr; maßgebend dafür ist der Wert 
von tg «. Die zweite Erregungsart (b) ist eine mehr stoBartige ; 
sie tritt in denjenigen Punkten der Charakteristik ein, in denen 
tg@ eine plötzliche zeitliche Änderung erfährt, ist also bestimmt 
durch den Wert von d (tea) 


ot 


c) Die gleichzeitige Wirkung beider Erregungsarten. 


Die beiden Erregungsarten, die in a) und b) streng von- 
einander unterschieden wurden, sind bei den Lichtbogen A 
und C gleichzeitig vorhanden. Nur tritt in dem Falle, wenn die 
Frequenz des Kondensatorkreises sehr viel höher ist als die- 
jenige des Speisestromes (a) mehr die erste, in dem Falle, 
wenn die Frequenz des Kondensatorkreises ein niederes un- 
gerades Vielfaches derjenigen des Speisestromes ist (b), mehr 
die zweite in den Vordergrund. 

Auch in dem letzteren Falle (b) ist aber die erste Erregungs- 
art, die auf der fallenden Charakteristik des Lichtbogens be- 
ruht, ebenfalls vorhanden. Das zeigt sich besonders gut bei 
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der 35. Harmonischen Fig. 45. Daß hier zu der Zeit, wenn 
der Speisestrom durch Null hindurchgeht, die Schwingungen 
sofort mit endlicher Amplitude erregt werden, ist eine Folge 
der zweiten Erregungsart. Daß aber die Amplitude unmittel- 
bar nachher noch weiter ansteigt, daß also den Schwingungen 
noch weitere Energie zugeführt wird, ist auf die Wirkung der 
fallenden Charakteristik des Lichtbogens zurückzuführen: beim 
Liehtbogen B mit seiner steigenden Charakteristik bleibt es 
bei der ersten Erregung (Fig. 50). Ebenso erklärt sich die Tat- 
sache, daß die Amplitude der Schwingungen bei der 35. Har- 
monischen und dem Lichtbogen A gegen Schluß jeder 
Halbperiode zum zweitenmal ansteigen kann, einfach dadurch, 
daß während dieses zweiten Anstiegs die Neigung der Charakte- 
ristik gegen die J-Achse wieder sehr groß wird (vgl. Fig. 7 
zwischen D und C), und deshalb den Schwingungen ziemlich 
viel Energie zugeführt wird. Es handelt sich dabei also auch 
um eine Wirkung der ersten Erregungsart. 

Auf der anderen Seite ist auch in dem Falle (a), wenn die 
Frequenz des Kondensatorkreises sehr viel höher ist als die- 
jenige des Speisestromes, die Erregung der Schwingungen 
keineswegs nur eine Folge der ersten Erregungsart, die auf der 
fallenden Charakteristik beruht, sondern es tritt hier auch 
die zweite Erregungsart in Wirkung. Der Beweis dafür liegt 
schon in der Tatsache, daß auch hier die Schwingungen, wenn 
ihre Amplitude im Verlauf einer Halbperiode des Speisestromes 
Null geworden ist, ungefähr zu Beginn der neuen Halbperiode 
sofort mit endlicher Amplitude erregt werden (vgl. Figg. 61 
bis 64 bei A). 


Zusammenfassung. 


1. Kontinuierliche Schwingungen mit einigermaßen be- 
trächtlicher, nahezu konstanter Amplitude erhält man bei 
Wechselstrombetrieb des Lichtbogengenerators nur dann, wenn 
die Frequenz des Kondensatorkreises ein ungerades, nicht sehr 
hohes Vielfaches der Frequenz des Speisestroms ist. Bis zu 
welchem Vielfachen dies gilt, hängt von dem Widerstand des 
Kondensatorkreises ab: je höher er ist, bei einem um so kleineren 
Vielfachen tritt der Fall ein, daß die Schwingungen zu Anfang 
jeder Halbperiode des Speisestromes erregt werden, ihre 
Amplitude aber während des Verlaufs der Halbperiode all- 
mählich auf Null abfällt. 
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2. Bei der Erregung der Schwingungen handelt es sich 
um zwei verschiedene Erregungsarten. 

Die erste Erregungsart ist wesentlich dieselbe, wie beim 

Gleichstrombetrieb: sie beruht auf der bekannten Energie- 
zufuhr infolge einer fallenden Charakteristik des Liehtbogens. 
Bestimmend dafür ist die Tangente des Neigungswinkels der 
Charakteristik gegen die J-Achse; diese Erregungsart tritt nur 
ein, wenn diese Tangente und der Widerstand des Kondensator- 
kreises die Duddellsche Bedingung befriedigt. 
° Fir die zweite Erregungsart ist maßgebend nicht die 
Tangente jenes Neigungswinkels selbst, sondern die zeitliche 
Änderung derselben. Diese Erregungsart setzt an denjenigen 
Stellen der Charakteristik ein, in denen die Tangente jenes 
Neigungswinkels eine plötzliche Änderung erleidet und ist um 
so kräftiger, je stärker diese zeitliche Änderung ist. Die 
Neigung der Charakteristik selbst ist für diese Erregungsart 
ohne wesentlichen Einfluß: man erhält sie auch bei Lichtbogen 
(Effektkohlen), deren Charakteristik in ihrem ganzen Verlauf 
steigend ist. Vom Widerstand des Kondensatorkreises hängt 
diese Erregungsart nur insofern ab, als die Amplitude der er- 
regten Schwingungen unter sonst gleichen Umständen um so 
kleiner wird, je größer der Widerstand ist. 


München, Physikalisches Institut der Technischen Hoch- 
schule. 
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(Eingegangen 6. Februar 1914.) 
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5. Plötzliche Gestaltänderung flüssiger Kristalle 
infolge Änderung der molekularen Richtkraft aus 
Anlaß polymorpher Umwandlung‘); 

von O, Lehmann, 


Früher nahm man an, die Materie lasse sich stets als 
Kontinuum auffassen, obschon man ,,Porositét‘‘ zu deren all- 
gemeinen Eigenschaften rechnete. Nach dieser Auffassung 
müßte ein chemisch homogener Körper stets auch, sofern er 
keinem äußeren Zwange ausgesetzt ist, physikalisch homogen 
sein; alle Punkte in demselben müßten einander gleichwertig 
sein und ebenso alle parallelen Richtungen, letzteres im Falle 
der Anisotropie natürlich nur bis zur Grenze gegen eine anders 
orientierte Partie des Körpers, wie dies bei kristallinischen 
Körpern in Betracht kommt, die auch als Aggregate verschieden 
orientierter Kristallindividuen definiert werden können, ob- 
schon sie thermodynamisch eine einzige Phase darstellen. 

Beispielsweise wurde ein Sphärokristall früher nie als ein 
Kristall, sondern als Kristalldruse betrachtet, nämlich als ein 
Aggregat feiner Kristallnadeln, die sich bei der Entstehung 
gleichmäßig radial nach allen Richtungen um einen Kristal- 
lisationskern gruppiert haben, während nach meinen Unter- 
suchungen ein Sphärokristall wohl ein Kristallindividuum sein 
kann.?) 

Ebenso hielt man plastisch gebogene Kristalle z. B. von 
Gold, Silber, Gips usw. nicht mehr für Kristallindividuen, son- 
dern für Aggregate von Kristalltrümmern, die durch Adhäsion 
oder Verschränkung fest miteinander verbunden seien.*) Die 
Existenz flüssiger Kristalle war nach der allgemein angenom- 
menen Identitätstheorie der Aggregatzustände (Identität der 
Moleküle im festen und flüssigen Zustand) ausgeschlossen; 
denn Ordnung der Moleküle zu einem Raumgitter, zu einem 


1) Im Auszug in Comptes rendus 158. p. 398. 1914. 
2) O. Lehmann, Flüssige Kristalle, Leipzig, 1904, p. 126. 
3) Vgl. O. Lehmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 4. p. 463. 1889. Fig. 1. 
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Kristall, war gleichbedeutend mit Erstarrung.!) Nur zwei Arten 
zwangfreier Aggregation der Moleküle schienen denkbar, die 
Raumgitteranordnung im Kristall und die regellose Anordnung 
in der Schmelze sowie in den eventuell kontinuierlich aus dieser 
hervorgehenden amorphen und gasigen Stoffen. Meine Entdeckung, 
daß es durchsichtige plastische Kristalle gibt (z. B. die mono- 
symmetrische Modifikation des Ammoniumnitrats)?), bei deren 
Verbiegung eine Zriimmerbildung, die sich durch Unstetig- 
keiten im Verlauf der Auslöschungsrichtungen und Knickungen 
der Umgrenzungen kundgeben müßte, nicht zu konstatieren 
ist, wurde in Verbindung mit der anderen Entdeckung, daß 
durch Beimischung fremder Stoffe stetige Krümmung von 
Kristallen (sowie Bildung von Sphärokristallen) herbeigeführt 
werden kann‘), Anlaß, zum erstenmal die Frage aufzuwerfen: 
Sind solche gebogenen Kristalle immer noch als Individuen zu 
betrachten oder, wie es bis dahin geschah, als Aggregate; muß 
man unterscheiden zwischen einer wahren Plastizität der Kri- 
stalle, wobei ein Kristall ein Individuum bleibt, ebenso wie 
z. B. weiches Glas bei der Biegung keine Zertrümmerung er- 
fährt, und der bis dahin allein bekannten scheinbaren Plastizität, 
wobei aus einem Kristallindividuum (sofern nicht Translation 
eintritt) ein Aggregat von Trümmern wird? *) 

Die weitere Entdeckung, daß die früher für amorph-zäh- 
flüssig gehaltene über 146° stabile Modifikation des Jodsilbers 
in Wirklichkeit aus Kristallen (des regulären Systems) besteht®), 
regte naturgemäß die weitere Frage an, kann wahre Plasti- 
zität so weit gehen, daß der Kristall als flüssig zu bezeichnen 
ist? Gibt es „flüssige Kristalle“, obschon nach der Identitäts- 
theorie der Aggregatzustände dieser Begriff einen Widerspruch 
in sich selbst enthält und dann (außer Raumgitteranordnung 
und regelloser Anordnung der Moleküle) noch andere zwang- 
freie Aggregationsarten existieren müßten? Der Stoff, bei 
welchem mir zuerst der Beweis der wirklichen Existenz flüssiger 
ud 1) Vgl. G. Tammann, Kristallisieren u. Schmelzen 1903, 7; Phys. 
Zeitschr. 14. p. 1098. 1913. 

2) O. Lehmann, Zeitschr. f. Kristallogr. 1. p. 110. 1877. 

8) Derselbe, Zeitschr. f. Kristallogr. 1. p. 479. 1877. 

4) Vgl. hierzu die Vorrede zu meiner Molekularphysik. Leipzig, 
W. Engelmann, 1888/89 und das Kapitel über Plastizität, Bd. I, p. 64. 

5) l.c. p. 120 und 492, Anm. 1877. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 8 
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Kristalle gelang?), ist das Ammoniumoleathydrat.?2) Bei Jodsilber 
gelang derselbe nicht, weil es bis jetzt kein Mittel gibt, zu 
entscheiden, ob das reguläre Jodsilber eine Elastizitätsgrenze 
besitzt oder nicht, d. h. ob es fest oder flüssig ist. Der Beweis 


1) O. Lehmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 4. p. 462. 1889; 5. p. 427, 
1890; Wied. Ann. 40. p. 401. 1890; 41. p. 525. 1890. — Die neue Welt 
der flüssigen Kristalle. Leipzig, Akad. Verlagsg., 1911. 


2) Die Angabe von R. Schenck, welche gelegentlich zitiert wird (z.B, 
in L. Aschoff, Beitr. z. patholog. Anatomie u. z. allg. Pathologie 47, 
p- 19. 1909 („derjenige Körper aber, an welchem zum erstenmal, und zwar 
von Reinitzer, die Existenz einer kristallinisch-flüssigen Phase, und 
zwar einer doppeltbrechenden festgestellt wurde, war eine Cholesterin- 
verbindung, das Benzoylcholesterin“) ist unzutreffend. Reinitzer hat 
das Entstehen einer trübflüssigen, zwischen gekreuzten Nicols bunte 
Farben zeigenden Schmelze beobachtet, welche er für eine breiartige 
Masse aus festen doppeltbrechenden Kristallen einer polymorphen Modi- 
fikation und einer isotropen Flüssigkeit hielt. Die Vermutung, es handle 
sich um eine einheitliche Phase, und zwar eine kristallinisch-flüssige, wurde 
von mir auf Grund meiner älteren Arbeiten bei Jodsilber 1'/, Jahre 
später aufgestellt (vgl. mein Buch: Die neue Welt der flüssigen Kristalle, 
Leipzig 1911, p. 171). Ich deutete nämlich (irrigerweise) Reinitzers 
isotrope Flüssigkeit als regelloses Aggregat derselben Moleküle, aus 
welchen die Kristalle bestehen. Daß ich sie dennoch nicht als amorphe, 
sondern als kristallinische Flüssigkeit bezeichnete, ist darin begründet, 
daß nach meinen älteren Untersuchungen (vgl. |. c. p. 120 und Mole- 
kularphysik 1. p. 704. 1888; 2. p. 443. 1889) amorphe Körper immer 
Gemische mehrerer Molekülarten sind. Später erkannte ich, daß ich 
mich geirrt hatte. Die fragliche Flüssigkeit ist nämlich nur scheinbar 
pseudo-) isotrop, denn bei (zur Normalen auf die Schicht) schrägem 
Durchgang des Lichtes zeigt sie Doppelbrechung (vgl. |. c. p. 196), 
ähnlich wie eine senkrecht zur Achse geschliffene Kristallplatte. Daß 
sie aber nicht wirklich die Struktur einer solchen besitzen kann, folgt 
daraus, daß beim Fortwachsen einer pseudoisotropen Masse in Lösung 
niemals polyedrische oder polygonale Umgrenzungen entstehen, viel- 
mehr der Querschnitt zur Achse immer ein vollkommener Kreis ist (vgl, 
z. B. meine Abhandlung in d. Sitzber. d. Heidelb. Akademie 1911, Nr. 22, 
p- 15). Flüssige Kristalle dieser Art nannte ich deshalb anfänglich 
„pseudoisotrop“, später „halbisotrop“, weil sie nicht wie tetragonale oder 
hexagonale Kristalle zwei oder drei Symmetrieebenen durch die Achse 
besitzen, sondern unendlich viele. D. Vorländer (Physik. Zeitschr. 15. 
p. 144. 1914) bezeichnet diesen Begriff ,,halbisotroper“ flüssiger Kristalle 
als „mystisch“. Die pseudoisotropen Massen sind nach seiner Ansicht 
ein Beweis wird nicht gegeben) Aggregate einachsiger Kristalle mit 
paralleler Hauptachse, wie z. B. Eistafeln mit senkrechter Achse, die 
sich auf ruhendem Wasser gebildet haben, deren verschieden orientierte 
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beruht darauf, daß diese Kristalle die Eigenschaft haben, wie 
Flüssigkeitstropfen zu größeren Individuen zusammenzufließen, 
deren Form und Struktur meist ganz dieselbe ist wie die der 
ursprünglichen Kristalle. Raumgitterstruktur kommt allerdings 
nur sehr kleinen Individuen zu, denn nur solche zeigen eine 
zweizählige Symmetrieachse!), größere sind halbisotrop. Eine 
Elastizitätsgrenze, wie sie den festen Zustand kennzeichnet, 
kann also nicht vorhanden sein; die dauernde elastische Re- 
aktionskraft geht nämlich hervor aus der dauernden Änderung 
der natürlichen Gleichgewichtslage der Moleküle; bei den ge- 
nannten Kristallen kann aber eine solche Änderung keinen 
Bestand haben, weil sich ganz von selbst die Gleichgewichts- 
anordnung der Moleküle, wenn sie gestört wurde, immer wieder 
herstellt. Die Kristalle sind somit nicht fest, sondern flüssig. 

Saugt man etwas flüssig-kristallinisches Ammoniumoleat 
in eine sehr enge Kapillare, so zeigen sich bei Betrachtung 
zwischen gekreuzten Nicols der Achse parallele Interferenz- 
streifen, woraus folgt, daß die optische Achse überall senk- 
recht zur Wandung, also radial gerichtet ist. Legt man ein 
kleines Stückchen der Röhre, welches ganz mit flüssig-kristal- 
linischer Masse erfüllt ist, in (ammoniakhaltiges) Wasser, so 
quillt die Masse an beiden Enden heraus in Gestalt zylindrischer 
„Myelinformen“ (myelinartiger flüssiger Kristalle), gebildet aus 
einer wasserreicheren Modifikation des Ammoniumoleats von 
ganz derselben Struktur (vgl. 1. c.). 

Kann man bei der in der Röhre befindlichen Masse noch 
von einem äußeren Zwang sprechen, insofern die Adsorptions- 


einzelne Individuen vollkommene Raumgitterstruktur besitzen. Nach 
meiner Auffassung kann dagegen von Raumgitterstruktur halbisotroper 
flüssiger Kristalle keine Rede sein, da, wie die kreisférmige oder zylin- 
drische Begrenzung lehrt, die Nebenachsen der Molekiile regellos gegen- 
einander verdreht sein müssen. Daß ich die halb- oder pseudoisotropen 
Massen nicht zu den flüssigen Kristallen zähle, wie Vorländer behauptet, 
ist unrichtig. Dieselben können wachsen unter Beibehaltung ihrer Aniso- 
tropie. Gerade diese Fähigkeit ist aber nach meiner Definition das 
Kennzeichen der Kristalle, nicht die Raumgitterstruktur. Sie kann be- 
einträchtigt werden durch fremde Beimischung bis zur Annäherung an 
den amorphen Zustand, dem die Fähigkeit zu wachsen fehlt. 

1) O. Lehmann, Sitzb. d. Heidelb. Akademie 1911 Nr. 22, 1912 


Nr. 13, 1913 Nr. 13. 
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kraft des Glases die Struktur beeinflußt, so ist dies bei den 
Myelinformen nicht mehr der Fall. Die gleichmäßige Aus. 
löschung freischwebender halbisotroper flüssiger Kristalle be- 
weist, daß nicht etwa die Oberflächenspannung als eine Art 
von äußerem Zwang aufgefaßt werden kann, sie stört die 
Struktur (wenigstens in diesem Falle) in keiner Weise. 

Die Existenz der Myelinformen steht somit in vollkommenem 
Widerspruch zu der eingangs gemachten Annahme, ein chemisch 
homogener Körper müsse auch physikalisch homogen sein; 
denn als Aggregat strahlenférmig von der Achse ausgehender 
Kristallindividuen lassen sich die Myelinformen nicht auffassen; 
man beobachtet nirgendwo Grenzen: solcher „Individuen“, 
Dennoch sind Punkte in der Nähe der Achse nicht gleich- 
wertig solchen näher der Oberfläche und die Achse selbst ist 
eine ganz besonders ausgezeichnete Richtung, der keine andere 
gleichwertig ist. Trotz chemischer Homogenität ist somit ein 
Myelingebilde physikalisch durchaus inhomogen, woraus weiter 
folgt, daß der Stoff, aus welchem es besteht, kein Kontinuum 
sein kann. Die Existenz flüssiger Kristalle, speziell von Myelin- 
formen, ist also ein zuverlässiger Beweis der Molekulartheorie. 

Weil man früher annahm, auch wenn die Materie tat- 
sächlich aus Molekülen bestehe, müsse sie sich doch stets als 
Kontinuum auffassen lassen, hielt man für selbstverständlich, 
es könne nur zwei Arten stabiler Molekularanordnungen geben, 
die regellose, dem isotropen Zustand entsprechende, und die 
‚Raumgitterstruktur der Kristalle, welche stets anisotrop sind 
{wenn auch nicht immer optisch. Die Existenz der flüssigen 
Kristalle, speziell der Myelinformen widerlegt auch diese An- 
nahme. 

Sind nämlich, wie ich zuerst annahm!) die Moleküle 
stäbchenförmig, so müßten sie, wenn die Masse in eine enge 
Kapillare eingesaugt ist, überall radial stehen. Strömung der 
Masse müßte dann eine Änderung der Interferenzstreifen her- 
vorbringen, da infolge der inneren Reibung die Geschwindig- 
keit in der Nähe der Rohrwandung wesentlich geringer sein 


- 1) 0. Lehmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 18. p. 95. 1895; Ann. d. 
Phys. 12. p. 319. 1903; Verh. d. D. Phys. Ges. 8. p. 148, 331. 1906; Phys. 
Zeitschr. 7. p. 725. 1906; Die scheinbar lebenden Kristalle, EBlingen 
1907, S. 26. 
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muß als in der Nähe der Achse, somit auf die Stäbchen ein 
Drehmoment wirken müßte, welches sie schief zu stellen sucht.!) 
Da dies nicht der Fall ist, nehme ich heute an, die Moleküle 
seien blättchenförmig und die Ebene der Blättchen senkrecht 
zur optischen Achse. Mit dieser Annahme stimmen die Er- 
scheinungen der spontanen Homöotropie beim Zusammenfließen 
der flüssigen Kristalle?), und die der erzwungenen Homöotropie°), 
die darin besteht, daß bei Verschiebung von Schichten über- 
einander die Molekülscheibchen wie die Lenkrollen an einer 
Rollkarre sich einstellen, d. b. so, daß ihre Achse leichtester 
Drehung (die Blattchénnormale) senkrecht zur Verschiebungs- 
richtung wird. D. Vorländer glaubt allerdings die Annahme 
der Blättchenform bestreiten zu sollen, nimmt aber auf die 
eben genannten Gründe, die mich dazu führten, gar keine 
Rücksicht, bringt auch keinen Beweis dafür, daß die Kristall- 
moleküle stäbehenförmig sein sollen“) Demgemäß liegt kein 
Anlaß vor, von der Annahme der Blättchenform, welche allein 
geeignet ist, das mechanische Verhalten der flüssigen Kristalle 
zu erklären, abzugehen.’) 

Ein zylindrischer, myelinartiger flüssiger Kristall ist hier- 
nach (abgesehen von den Enden) gewissermaßen ein Aggregat 
konaxialer Zylinder, welche aus Molekularblättchen in nahezu 
regelloser Weise zusammengefügt sind, aber so, daß die 
Blättchenebene immer in der Zylinderfläche liegt. An den 
Enden sind die Zylinder durch Halbkugeln von gleichem Radius 
geschlossen, die analog aus Molekülblättchen zusammengesetzt 
sein müssen, deren Ebene in der Kugelfläche liegt. 


1) O. Lehmann, Phys. Zeitschr. 14. p. 1931 Fig. 1. 1913; Sitzb. d. 
Heidelb. Akad. 1913, Nr. 13, p. 14. 

2) Derselbe, Phys. Zeitschr. 14. p. 1932 Fig. 3a und b. 1913. 

3) l. c. p. 1931 Fig. 2; Verh. d. D. phys. Ges. 15, p. 420. 1913, 

4) D. Vorländer, Phys. Zeitschr, 15. p. 143. 1914 schreibt: „Irgend- 
welche experimentelle Begründung für die Molekülblättchen hat Lehmann 
nicht geliefert.“... „Die Moleküle derjenigen Substanzen, welche optisch 
anisotrope flüssige Kristalle liefern, haben eine möglichst langgestreckte 
‚ineare‘ Gestalt.“ Gemeint sind hier aber nicht die ‚Kristallmoleküle‘, 
sondern die ‚chemischen Strukturformeln‘, über deren Zusammenhang 
mit der Gestalt der Kristallmoleküle bisher nichts bekannt ist. 


5) T. Svedberg, Arkiv f. Kemi 4 Nr. 39; Arkiv f. Matem. 9. 


Nr. 9, 1913, schließt aus der Leitfähigkeit im Magnetfeld auf Stäbehenform. 
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Die eigentiimliche Struktur, welche durch die molekulare 
Richtkraft aufrecht erhalten wird, bedingt notwendig Anisotropie 
der thermischen Bewegung, somit Anisotropie der Expansivkraft, 
Die Blättchen gleiten besonders leicht mit ihren Flächen an- 
einander, wie aus den Erscheinungen beim Zusammenfließen 
der Kristalle zu ersehen ist, sowie aus den Erscheinungen der 
erzwungenen Pseudoisotropie (Bildung halbisotroper Schichten 
zwischen zusammengepreßten Platten) und der erzwungenen 
Homöotropie. Demgemäß muß die Expansivkraft in der Rich- 
tung der Zylinderachse größer sein, der Zylinder muß sich also 
bis zu solcher Dicke ausrecken, bei welcher der stärkere Kapillar- 
druck der halbkugelförmigen Enden den Überschuß der Expansiv. 
kraft gerade kompensiert.') 

Freilich ist bis jetzt nicht möglich gewesen, das Vor. 
handensein thermischer Bewegung und ihrer Anisotropie durch 
Beobachtung Brownscher Molekularbewegung’ nachzuweisen 
und da stetige Übergänge von flüssigen zu festen Kristallen 
existieren, wäre wohl möglich, daß die Kraft, welche die Ober- 
flächenspannung hindert, den flüssigen Kristall zum kugelförmigen 
Tropfen zusammenzudrücken, wie es bei Myelinformen zutrifft, 
nicht allein die Expansivkraft, sondern, vielleicht vorwiegend, 
die molekulare Richtkraft wäre. 

Einen Beweis dafür, daß dem wirklich so ist, glaube ich 
in einem eigentümlichen Verhalten der Myelinformen des Am- 
moniumoleats bei Abkühlung unter — 4°, sowie derjenigen des 
Protagons gefunden zu haben. 


I. Ammoniumoleathydrat. 

Die myelinartigen flüssigen Kristalle des Ammoniumoleat- 
hydrats sind bei gewöhnlicher Temperatur von schleimartiger 
Konsistenz. Schon durch eine Strömung der Flüssigkeit, in 
welcher sie sich befinden, werden sie mit Leichtigkeit plastisch 
verbogen, es tritt keine elastische Reaktionskraft auf und 
ebensowenig ein Knick, selbst wenn sie sich, was häufig ge- 
schieht, so verbiegen, daß die beiden Schenkel unmittelbar 
aneinander liegen oder sich gar umeinander herumwickeln. 

Ein Bestreben, normale Kristalle zu bilden, läßt sich 


1)0. Lehmann, Sitzb. d. Heidelb. Akad.1913, Nr.13, p.14; Verb. d. 
D. phys. Ges. 15. p. 419. 1913. 
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nicht beobachten; die zylindrische Gestaltung mit halbkugeligen 
Enden (wobei aber auch die Länge des Zylinders Null, d. h. 
das Gebilde eine Kugel sein kann) scheint die einzige stabile 
zu sein. Auch ein Zusammenfließen findet im allgemeinen 
nicht statt, nur umgebogene Enden bilden öfter eine Art Öse, 
deren Öffnung aber auch ausgefüllt sein kann; auch treten an 
der Berührungslinie zweier Zylinder abwechselnd in den einen 
und anderen hineingerichtete „konische Störungen“, ähnlich. 
wie bei Paraazoxyzimtsäureäthylester usw. auf. 

Bringt man etwas flüssig-kristallinisches Ammoniumoleat 


unter ein großes fiach-uhrglasförmiges Deckglas (dessen kon- 
kave Seite nach oben), läßt gewöhnliches Ammoniak (Salmiak- 
geist) herumfließen und überläßt das Präparat (etwa die Nacht 
hindurch) sich selbst an einem kühlen Orte, so bilden sich 
lange, schlangenartig hin- und hergewundene Myelinformen 
wie Fig. 1 zeigt. Setzt man nun diese (kurz oder auch eine 
Nacht hindurch) einer Kälte von etwa — 6° aus, so sind sie 
in zickzackförmige Gebilde übergegangen, wie Fig. 2 zeigt. 
Die optischen Eigenschaften erweisen sich kaum geändert, 
die Doppelbrechung ist etwas stärker geworden, die Auslöschungs- 
richtungen sind aber dieselben geblieben. Nach wir vor be- 
stehen also die Gebilde aus blättchenförmigen Molekülen, die 
zu konaxialen Zylindern gruppiert sind. Deren Richtkraft 
ist aber eine wesentlich größere als die der ursprünglichen 
Moleküle, denn die Steifigkeit hat bedeutend zugenommen, sie 
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ist vielleicht der des Wachses vergleichbar. Es handelt sich Blä 
aber nicht einfach um plötzliche Zunahme der inneren Reibung, bei 
denn diese kann nur einer durch äußere Kräfte angestrebten ein 
Deformation sich wiedersetzen, nicht aber selbst eine Defor- 
mation hervorrufen, wie sie in der plötzlichen Geradsteckung § Mol 
vorliegt, die eventuell zur Leistung einer mechanischen Arbeit kule 
herangezogen werden kénnte. Gef 

Ähnliche plötzliche Gestaltänderungen infolge von Änderung | kral 
der Moleküle habe ich früher schon bei festen Kristallen be- § poly 


obachtet'), z. B. bei Protocatechusiure. Da man in solchen füse 
Fällen indes keinerlei Anhaltspunkte über die Form der Mole- § Lan 
küle hat (abgesehen davon, daß in der Regel die Orientierung 
der Auslöschungsrichtungen auch dieselbe bleibt), können daraus 
keine weiteren Konsequenzen gezogen werden. 

Bei den gekrümmten schleimartigen Myelinformen des 
Ammoniumoleats ist anzunehmen, daß die in der Längsrich- § lage 
tung einer Zylinderoberfläche aufeinander folgenden Molekül- 
blättchen sehr stumpfe Winkel miteinander bilden. Die Ge- 
radstreckung des Zylinders infolge Umwandlung in die bei § Lon 
niedrigerer Temperatur stabile Modifikation kann also so auf- § allg. 
gefaßt werden, die Blättchen vereinigten sich zu komplizierteren ff verfe 
Molekülen, die natürlich nicht gebogen, sondern ebenfalls ebene 


1) O. Lehmann, Wied. Ann. 25. p. 173. 1885; Ann. d. Phys. 21. 
p. 388. 1906; Die neue Welt d. flüss. Krist. p. 333. 1911. p15 


Ges 
ähn! 

| AS, \ |: 

l 

| Wz BA, pun 
| 2 ZU 
LI 

| | 
bild. 
= Fig. 2. Es i 
Ker: 


Gestaltänderung flüssiger Kristalle infolge Änderung usw. 121 


Blättchen sind. Die Arbeitsleistung wäre also, wie ich bereits 
bei den oben erwähnten festen Kristallen angenommen habe?), 
ein Prozeß direkter Umwandlung chemischer Energie in mechanische. 

Es sind chemische Kräfte, welche die Umwandlung des 
Moleküls bewirken, die notwendig eine Änderung der mole- 
kularen Richtkraft und damit die Änderung der Gestalt im 
Gefolge hat. Direkt wird die Arbeit durch die molekulare Richt- 
kraft geleistet, ihre Quelle ist aber chemische Energie, insofern 
polymorphe Modifikationen, wie es die schleimige und die wachs- 
ähnliche Art der Myelinformen sind, nach meinen Ergebnissen 
als molekular, d. h. chemisch verschieden, zu betrachten sind, 
im Gegensatz zur gewöhnlichen Identitätstheorie, welche die 
polymorphe Umwandlung auf Änderung der Aggregation ohne 
Änderung der Moleküle selbst zurückführt. 

Versucht man Myelinformen unterhalb des Umwandlungs- 
punktes?), etwa bei — 6°, entstehen zu lassen, so entstehen 
nur (überkühlte?) MiBbildungen mit reichlicher Schichtung von 
sehr geringen Dimensionen. 


II. Protagon, Phrenosin und Kerasin. 

Unter den verschiedenen Stoffen, welche Myelinformen 
bilden®) zeigt weiter das Protagon*) ähnliche Erscheinungen. 
Es ist ein Gemenge von mindestens drei Stoffen, dem Phrenosin, 
Kerasin und Sphingomyelin®), die Myelinformen sind somit als 
flüssige Mischkristalle zu betrachten. Hr. O. Rosenheim in 
London hatte die Freundlichkeit, mir die genannten drei Stoffe 
zur Untersuchung zuzusenden, zu einer Zeit, als ich noch nicht 
wußte, daß dieselben Bestandteile des Protagons sind. Die 


1) Vgl. auch Prometheus 25. p. 24. 1913. 

2) Derselbe hat je nach der Reinheit des Präparats etwas verschiedene 
Lage. Bei einem Präparat schien er in der Nähe von 0° zu liegen, bei 
enem andern bei — 4°, ein drittes zeigte die Umwandlung auch bei 
-6° noch nicht. 

3) Literatur vgl. in J. G. Adami und L. Aschoff, Proc. Roy. Soc. 
Lond. B 78. p. 359. 1906; L. Aschoff, Beitr. z. patholog. Anatomie u. z. 
allg. Pathologie 47. p. 1. 1909; R. Kawamura, Die Cholesterinester- 
verfettung, Jena, G. Fischer, 1911; G. F. Göthlin, K. Svenska Akad. 
öl. Nr. 1. 1918. 

4) Zu beziehen von E. Merck, chem. Fabrik, Darmstadt. 

5) O. Rosenheim und M. Ch. Tebb, Biochem. Zeitschr. 25. 
p. 151. 1910 (Mitt. a. d. physiol. Lab. d. Univ. London, Kings College). 


2 


i 
| 
t 
| 
| 
if 
i 
| 
) 
n | 
g 
8 
F 
8 
\- 
|- 
ai 
f- 
n 
e 
1. 4 
| 


122 O. Lehmann. 


Untersuchung ergab, daß sie sich ganz ähnlich wie letzteres 
verhalten, bei welchem ich bereits früher Beobachtungen aus 
geführt hatte, namentlich das Phrenosin und das Kerasin. 

Das Phrenosin kann in dünnen, durchsichtigen, meist an- 
nähernd rechteckig begrenzten Kristalltäfelchen erhalten werden, 
Erhitzt man diese im trockenen Zustand, so wandeln sie sich 
bei einer noch unter dem Siedepunkt des Wassers liegenden 
Temperatur plötzlich in eine etwas schwächer doppeltbrechende 
flüssig-kristallinische Modifikation um, die bei weiterem Er. 
hitzen auf einen weit über 100° liegenden Temperaturpunkt 
ebenso plötzlich sich in eine isotrope Schmelze verwandelt. 

Beim Abkühlen der letzteren scheiden sich daraus flüssige 
Kristalle ähnlich denjenigen des Ammoniumoleats aus, deren 
flüssiger Zustand leicht erkannt wird, wenn man die Masse 
durch Andrücken des Deckglases mit einer Präpariernadel zum 
Strömen bringt. Zusammenfließen der Kristalle im ruhenden 
Zustand konnte ich nicht beobachten, sie scheinen also steifer 
zu sein als die des Ammoniumoleats, welche sich aus Methyl- 
oder Äthylalkohol ausscheiden, etwa vergleichbar den aus 
höheren Alkoholen sich ausscheidenden Ammoniumoleathydrat- 
kristallen, welche ihre größere Steifigkeit wahrscheinlich einer 
Beimischung von wasserfreiem Ammoniumoleat verdanken, oder 
einem geringeren Gehalt an beigemischtem Lösungsmittel. 

Beim Andrücken des Deckglases bilden sich leicht, ganz 
wie bei Ammoriumoleat, halbisotrope Felder’), d. h. solche 
Stellen, wo die Molekülblättchen der Glasoberfläche parallel sind 
oder deren Achsen zum Glase senkrecht stehen. Man erkennt 
sofort, daß diese Stellen weniger beweglich sind als die sie 
begrenzenden zwischen gekreuzten Nicols in passender Stellung 
hell erscheinenden Streifen, in welchen die Blättchen hoch- 
kant stehen, also durch die Adsorptionskraft des Glases weniger 
beeinflußt werden. 

Erfolgt bei weiterer Abkühlung Erstarrung, so findet an- 
scheinend nur eine geringe Erhöhung der Oberflächenspannung 
statt, während die Orientierung der Auslöschungsrichtungen 
dieselbe bleibt. Augenscheinlich bildet sich die feste Modi- 


1) Erzwungene Pseudoisotropie, vgl. Die neue Welt der flüssigen 
Kristalle, Leipzig 1911, p. 196. 
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fikation in Form sehr feiner Blättchen, welche überall regel- 
mäßig orientiert gegen die flüssig-kristallinische Modifikation 
auftreten, wie dies auch in anderen Fällen beobachtet wird, 
ı.B. bei den beiden flüssig-kristallinischen Modifikationen des 
Cholesterylcaprinats oder zwischen flüssig-kristallinischem Am- 
moniumoleat und festem Cholesterin !‘, sowie Paraazoxybenzoe- 
säureäthylester und Paraazoxyphenetol. Der Übergangin die feste 
Modifikation vollzieht sich deshalb in ganz unauffälliger Weise 

Beim Erhitzen der Kristallblättchen des Phrenosins in 
Wasser, nehmen die flüssigen Kristalle die Form zylindrischer 
Myelinformen an, die als strahlenartige Vorsprünge erscheinen. 
Tritt beim Abkühlen Rückumwandlung ein, so verkürzen sich alle 
diese Strahlen mit einem Ruck etwa auf die Hälfte ihrer Länge, 
indem sie unter Beibehaltung ihrer Form und optischen Orien- 
tierung in ein Aggregat feiner Blättchen der festen doppelt- 
brechenden Modifikation stärker übergehen. Beim Erwärmen 
strecken sie sich ebenso plötzlich wieder auf die frühere Länge 
aus. Durch wiederholtes Abkühlen und Erwärmen kann man 
sie beliebig oft sich zusammenziehen und wieder ausrecken 
lassen. Selbst halbisotrope Schichten, die durch Ausbreitung 
auf der Glasoberfläche entstanden sind, zeigen derartige ruck- 
weise Formänderungen, die sich beliebig oft wiederholen- lassen. 

Besonders vollkommen werden die Myelinformen, falls der 
geschmolzenen Masse noch etwas Cholesterin beigemischt wird. 
In solchen flüssigen Mischkristallen oder auf denselben bilden 
sich dann denselben parallel bzw. angelagerte feste Kriställchen. 
Kugelige flüssige Kristalle zeigen eine radiale Streifung, die 
bei der Erstarrung plötzlich in eine zum Mittelpunkt konzen- 
trische übergeht. Sehr auffällig ist die Schraffierung, die sich 
bei größeren zusammenhängenden flüssig-kristallinischen Massen 
beim Übergang in die feste Modifikation einstellt. Beim Er- 
wärmen verschwindet sie wieder und macht einer dazu senk- 
rechten Schraffierung Platz. 

Mit Ammoniumoleathydrat sowohl, wie mit Lecithin bildet 
das flüssig-kristallinische Phrenosin Mischkristalle in allen Ver- 
hältnissen. Besteht ein solcher Mischkristall am einen Ende 


1) Vgl. O. Lehmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 56. p. 753 Fig. 2 
u. 3. 1906, bzw. Die neue Welt der flüssigen Kristalle 1911, p. 204 Fig. 120. 
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vorwiegend aus Phrenosin, so erhält er beim Abkühlen hier 
die durch Erstarrung bedingte Streifung quer zur Längsrich. 
tung, am anderen Ende bleibt dieselbe aus, ebenso wie auch 
die Erstarrung. Selbst bei hohem Gehalt an Phrenosin zeigen 
aber die aus verdünntem Alkohol sich ausscheidenden flüssigen 
Mischkristalle die Erscheinung des Zusammenfließens wie die 
des reinen Ammoniumoleats oder die des Lecithins. 

Setzt man dem Wasser, in welchem man Phrenosinkriställ- 
chen aufquellen läßt, Methylenblau zu, aber in so geringer 
Menge, daß es nur schwach blau gefärbt erscheint, so färben 
sich die Myelinformen intensiv blau (wahrscheinlich durch Bil- 
dung einer chemischen Verbindung, denn bei stärkerem Farb- 
stoffzusatz wird die Bildung der Myelinformen stark beein- 
trächtigt oder fast unmöglich gemacht). Tritt beim Abkühlen 
die ruckweise Schrumpfung (d. h. Erstarrung) ein, so verwandelt 
sich die blaue Farbe ebenso plötzlich in rötlich-violett. Erwärmt 
man, so geht bei der Rückumwandlung in die flüssig-kristal- 
linische Form die rotviolette Farbe wieder sprungweise in die 
blaue über, was verständlich erscheint, insofern die Verwand- 
lung mit einer Änderung der Moleküle verbunden ist. Die 
Umwandlungstemperatur wird allerdings durch die Färbung 
nicht merklich geändert, so daß die chemische Bindung der 
Farbstoffmoleküle nur eine sehr lockere sein kann. 

Das Kerasin verhält sich beim Erhitzen im trockenen 
Zustande ganz ähnlich. Es geht bei bestimmter Temperatur 
plötzlich in eine flüssig-kristallinische Modifikation über und 
diese verwandelt sich bei weiterer Erhitzung in isotrope Schmelze. 
Dabei scheint teilweise chemische Veränderung einzutreten, 
denn beim Abkühlen erstarrt diese glasig. Sowohl die ur- 
sprüngliche kristallinische, wie die glasig erstarrte amorphe 
Substanz quellen im Wasser erhitzt unter Bildung von Myelin- 
formen stark auf. Im Gegensatz zu denjenigen des Phrenosins 
haben diese aber kaum größeren Brechungsindex als das Wasser, 
erscheinen deshalb blaß und schwer sichtbar. Von einer Doppel- 
brechung ist, falls sie nicht besonders dick sind, nichts zu be- 
merken. Ihre Konsistenz ist schleimartig, häufig erscheinen 
sie geschichtet ähnlich wie Stärkekörner, an deren Verhalten 
auch der Quellungsvorgang erinnert. Mit Methylenblau färben 
sie. sich nur schwach, ihre Größe wird aber durch die Farb- 
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stoffaufnahme stark reduziert, und bei steigender Menge ent- 
stehen sie schließlich überhaupt nicht mehr. 


Bei stärkerer Erhitzung von Körnchen der kristallisierten 
Substanz in Wasser bis zum Übergang in die flüssig-kristal- , 
linische Modifikation bilden sich auch deutlich doppeltbrechende, 
leichter färbbare Myelinformen, an welche sich dann die blassen, 
stark wasserhaltigen zuweilen regelmäßig orientiert ansetzen. 
Beim Abkühlen erstarren beide Arten Myelinformen plötzlich 
wie die des Phrenosins unter Kontraktion, aber Erhaltung ihrer 
optischen Orientierung und schwacher Zunahme der sehr ge- 
ringen Doppelbrechung. Beim Wiedererwärmen strecken sie 


sich ebenso plötzlich wieder zur früheren Größe aus. Die 
Gestalt kann dabei die frühere oder eine andere werden. Die 
bei der Erstarrung infolge der Bildung fester Blättchen ein- 
getretene Trübung verschwindet wieder. Diese Blättchen sind 
nicht starr, sondern weich plastisch. 


Mit Lecithin und Ammoniumoleathydrat bildet das flüssig- 
kristallinische Kerasin ebenso wie das Phrenosin gleichgestaltete 
flüssige Mischkristalle in allen Verhältnissen. Dieselben zer- 
fließen leicht durch Adsorption des Glases zu halbisotropen 
Schichten. Kugelförmige Myelinformen solcher Mischungen er- 
halten, ganz wie die des Phrenosins, beim Erstarren eine kon- 
zentrische Schraffierung, bei Wiederverflüssigung verwandelt sich 
dieselbe in eine radiale. Analoges gilt für anders geformte 
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Massen.) Beim Strömen zusammenhängender schraffierter 
Massen zeigt sich an einzelnen Stellen besondere Leichtflüssig- 
keit infolge erzwungener Homöotropie. Dort ist die Streifung 
senkrecht zur Verschiebungsrichtung. 

Protagon scheint vorwiegend Kerasin zu enthalten.) Die 
Myelinformen trüben sich beim Erstarren anscheinend auch 
infolge Ausscheidung von Wasser. Sie sind häufig geschichtet 
und manchmal stecken mehrere zwiebelhautartig ineinander 
(Fig. 3). Beim Erstarren und Verflüssigen können sich diese 
ineinandergeschachtelten, an einer Seite offenen Gebilde gegen- 
einander verschieben, ja es können einzelne ausgestoßen und 
bei der Rückumwandlung wieder eingesogen werden.) Die 
Formen, die sich zu langen, sehr dünnen Fäden ausziehen, 
können vielfach an Protoplasmagebilde erinnern, um so mehr 
als sie meist keine Doppelbrechung zeigen.*) Es sind aber ledig- 
lich Kohäsion und molekulare Richtkraft, welche Struktur und 
Form aufrecht erhalten, nicht eine einschließende feste Mem- 
bran. Die Änderung ihres Gleichgewichts mit der thermischen 
Bewegung infolge von Temperaturänderung ist immer stetig, 
sofern nicht plötzliche Änderung der Moleküle eintritt. 


1) Diese regelmäßige Orientierung bei der Umwandlung und Quel- 
lung entspricht ganz den von F. Rinne, Fortschr. d. Miner. 3. p. 159. 
1913, bei Zeolithen usw. beobachteten Erscheinungen. 

2) Wenigstens das von E. Merck zu beziehende. — Ein mir von 
Hrn. O. Rosenheim gesandtes „künstliches Protagon“ enthielt vor- 
wiegend Phrenosin. 

3) Anm. b. d. Korr.: Eine hohle am einen Ende offene Myelinform 
wirkt bei der Quellung wie eine Saugpumpe. Bei der Kontraktion wird 
das eingesaugte Wasser wieder ausgestoBen. Auf dem Einsaugen flüssig- 
kristallinischer Substanz beruht das Hervorquellen der Myelinformen. 

4) Daraus folgt nicht etwa, daß sie dem regulären System ange 
hören. Die Doppelbrechung kann so schwach sein, daß sie nur in sehr 
dicker Schicht erkennbar ist. Man kann aber aus der Tatsache den 
Schluß ziehen, daß in Organismen auftretende ähnliche Bildungen, welche 
keine Doppelbrechung zeigen, sehr wobl flüssig-kristallinischer Natur sein 
können. 


(Eingegangen 14. Februar 1914.) 
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6. Über die Bestimmung des elektrischen 
Elementarquantums auf mechanisch-thermischem 
Wege; 
von Friedrich Wächter. 


Wenn man irgend einem Metallkörper eine bestimmte 
Elektrizitätsmenge zuführt, ihm also eine elektrische „Ladung“ 
erteilt, dann bemerkt man, daß diese Ladung in der Regel in 
dem geringen Bruchteil einer Sekunde wieder verschwindet 
und nur bei ganz außerordentlich guter Isolation längere Zeit 
andauert. Der erste durch die unmittelbaren Sinneswahr- 
nehmungen erhaltene Eindruck ist daher jener, daß die pon- 
derable, raumerfüllende Materie das Bleibende, Reale in der 
Natur ist und die „Elektrizität“ eine vorübergehende Erschei- 
nung. Die heutige Elektronentheorie faßt dies anders auf; ihr 
ist die „elektrische Ladung“ das Reale, Bleibende und die 


Materie die Erscheinung. Dabei besteht aber ein seltsamer 
Zwiespalt zwischen kinetischer Wärmetheorie und lichtmagne- 
tischer Elektrizitätstheorie. 


Es mag daher wohl der Versuch gebilligt werden, diesen 
Zwiespalt zu eliminieren, wobei ich glaube, daß die nach- 
stehenden Darlegungen diesen Versuch als begründet und ge- 
rechtfertigt erscheinen lassen. 

Wenn man in einer evakuierten Glasröhre als Kathode 
einen kleinen Hohlspiegel aus Metall anbringt, so wird be- 
kanntlich beim Durchgang einer Entladung durch die Glas- 
réhre jeder Körper (z. B. ein Platinblech), welcher in dem 
Krümmungsmittelpunkt der hohlspiegelartigen Kathode aufge- 
stellt ist, sehr warm. Diese Erwärmung rührt, wie man weiß, 
von ungemein kleinen Teilchen her, welche mit großer Ge- 
schwindigkeit an das Platinblech anprallen. 

Würde es nun möglich sein, einen Versuch derart einzu- 
richten, daß die von der Kathode fortfliegenden Teilchen dem 
Platinblech ihre gesamte lebendige Kraft abgeben, ohne daß 
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Verluste durch Reflexion und Wärmeausstrahlung eintreten, 
dann wäre die Temperaturzunahme des in dem .Kriimmungs 
mittelpunkte befindlichen Platinstückchens ein Maß für jene 
lebendige Kraft, welche binnen einer bestimmten Zeit von der 
Kathode ausgestrahlt wird. In dieser direkten Form läßt sich 
der Versuch leider nicht ausführen, wohl aber in einer anderen, 
die bei genauerer Überlegung nicht minder direkt ist. 


Für die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Teilchen 
von der Kathode fortbewegen, wurde die Relation gefunden, 
daß dieselbe proportional der Quadratwurzel aus der elektro- 
motorischen Kraft an der Elektrode ist. Bezeichnet man mit 
v und v, zwei verschiedene Geschwindigkeiten und mit e und ¢ 
die Spannungen in Volt an der Elektrode, so ist also: 


v: ®, = Ve: Va . 

Die Art der Luftverdünnung in dem Glasrohr hat hierbei 
nur den Einfluß, daß die Bewegung der Kathodenteilchen um % 
mehr gehemmt wird, je mehr Luft sich in der Glasröhre be 
findet, aber die Anfangsgeschwindigkeit, mit welcher die Teil 
chen die Kathode verlassen, hängt nur von der elektromoto- 
rischen Kraft ab. 


Eine andere Frage ist es, ob jede — auch die kleinste — 
elektromotorische Kraft genügen würde, um Kathodenteilchen 
fortzuschleudern, oder ob dieselben mit einer gewissen Kraft 
innerhalb des Metalles der Kathode festgehalten werden, in 
welch letzterem Falle dann eine ganz bestimmte Minimal 
elektrodenspannung notwendig wäre, um die Kathodenteilchen 
gleichsam aus dem Metall der Elektrode herauszureißen. Bei 
Entladungen durch luftverdünnte Räume ist meines Wissens 
eine bestimmte Minimalspannung nicht ermittelt worden, wohl 
aber ist eine bestimmte, von der Natur und Dichte des Gases, 
wie auch von der Form der Elektroden abhängige Minimal 
spannung erforderlich, um bei gewöhnlichem Luftdrucke oder 
höherem Drucke einen elektrischen Funken zu erzeugen. Eine 
gewisse Analogie hierzu kann man auch darin erblicken, dab 
ebenfalls eine bestimmte Minimalspannung notwendig ist, wm 
beim Durchgang des elektrischen Stromes durch Wasser eine 
kontinuierliche Wasserzersetzung zu bewirken. Diese Minimal 
spannung wird bekanntlich als „Maximum der Polarisation" 
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bezeichnet und hängt deren Wert innerhalb gewisser Grenzen 
teils von der Art und Größe der Elektroden, teils von der Be- 
schaffenheit des Wassers (ob destilliert, rein oder angesäuert, 
luftfrei oder lufthaltig) ab. 

Schon vor langer. Zeit hat Hr. Franz Exner?) gezeigt, 
daß das Maximum der Polarisation bei der Elektrolyse des 
Wassers sich zwischen den Werten von 1,43 bis 1,71 Daniell 
oder 1,56 bis 1,86 Volt bewegt, wenn die Elektroden aus Platin 
sind. Ich will nun, unter Vorbehalt einer späteren Begrün- 
dung, die Hypothese aufsteilen, daß in jenem Fall, wenn ein 
elektrischer Strom durch Wasser fließt und an den Elektroden 
eine elektromotorische Kraft von 1,56 Volt wirksam ist, daß 
dann die Metall-Moleküle der Elektroden in genau ebenso 
rasche Bewegung versetzt werden, resp. genau ebenso große 
lebendige Kraft erhalten als Kathodenteilchen in einer Vakuum- 
röhre bei der gleichen Elektrodenspannung. 

Wenn die früher erwähnte Relation zwischen Geschwindig- 
keit der Kathodenteilchen und Elektrodenspannung auch für 
so geringe Spannungen wie etwa 1,56 Volt gilt und wenn 
andererseits experimentell ermittelt wurde, daß einer Elek- 
trodenspannung von 10000 Volt eine Geschwindigkeit von 
0,58 x 10° m entspricht, so würde für e = 1,56 Volt 

v, : 0,58 x 10° = 71,56: 710000 
oder v, = 722100 m 
sein. Diese Zahl wollen wir vorläufig notieren und nun zum 
Zwecke der Kontrolle und Begründung der vorher gemachten 
Hypothese ein anderes Gebiet betreten. 

Wie man weiß, haben im Jahre 1853 die Herren Favre 
und Silbermann mittels kalorimetrischer Messungen fest- 
gestellt, daß bei Verbrennung von 1 kg Wasserstoff in 8 kg 
Sauerstoff zu 9 kg Wasser eine Wärmeentwickelung von 
34462 Kalorien auftritt; für 1 kg Wasser daher 3829 cal. = 
1623496 kg/m. 

Es steht nun außer Zweifel, daß bei der elektrolytischen 
Zerlegung des Wassers diese gleiche Arbeit durch den elek- 
trischen Strom geleistet werden muß. Bringt man, wie das 
jetzt geschieht, das Fließen des elektrischen Stromes mit einer 


1) F. Exner, Sitzungsber. d. Kais. Akad. Wien, II. Abt. Februar 1878. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44 9 
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Bewegung der Elektronen in Verbindung, so muß — ohne daß 
man irgendeine Theorie der Elektrolyse zugrunde legt — die 
lebendige Kraft der Elektronenteilchen genau gleich groß jener 
lebendigen Kraft sein, welche die Wasserzerlegung erforderte, 
Vom mechanisch-atomistischen Standpunkte ist es sehr einfach, 
die bezügliche Relation zu finden. 

Würden bei der Elektrolyse die Elektronen überhaupt eine 
Rolle spielen — mögen es nun sog. „freie‘“ Elektronen zwischen 
den chemischen Atomen oder „gebundene“ Elektronen in den 
chemischen Atomen sein — so müßten in jedem Falle die freien 
Elektronen innerhalb eines metallischen Leiters sowohl, wie 
auch innerhalb eines elektrolytischen Leiters mit den chemischen 
Atomen im Temperaturgleichgewicht sein, so lange kein elek- 
trischer Strom den Leiter durchfließt. Es ist dies eine Voraus- 
setzung, welche auch J. J. Thomson!) machte und mit fol- 
genden Worten auseinandersetzte: 

„Bei der ersten Methode nehmen wir an, daß alle Kor- 
puskeln, die an der Elektrizitätsleitung teilnehmen, mit ihrer 
Umgebung in eine Art Temperaturgleichgewicht gekommen. sind, 
d. h. daß sie so viel Zusammenstöße gehabt haben, daß ihre 
mittlere kinetische Energie gleich der eines Gasmoleküls bei der 
Temperatur des Metalles geworden ist.“ 

Indem ich auf die Schwierigkeit, welche dieser Theorie ent- 
gegensteht, noch zu sprechen komme, wollen wir zunächst an 
dem Temperaturgleichgewicht zwischen freien Elektronen und 
chemischen Atomen festhalten und dasselbe gemäß den vor- 
stehenden Worten Thomsons als Gleichheit zwischen der 
mittleren kinetischen Energie der Korpuskeln oder „Elektronen“ 
und der mittleren kinetischen Energie von chemischen Atomen 
auffassen. Wenn wir also die Masse eines Elektrons mit m, 
dessen Geschwindigkeit mit V; die Masse eines chemischen 
Atoms mit M und dessen Geschwindigkeit mit » bezeichnen, 
dann muß im Falle des Temperaturgleichgewichtes 

2 2 
sein. Wenn nun die Masse eines Elektrons m = 1 gesetzt wird, 
1) J. J. Thomson, Die Korpuskulartheorie der Materie. Deutsch 


von G. Siebert. „Die Wissenschaft, Heft 25. p. 47. 1908. (Korpus 
kulartheorie der Leitung in Metallen.) 
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dann ist die Masse eines Wasserstoffatomes = 1800 und jene 
eines Wassermoleküls = 9 x 1800 = 16200. Diese Zahl gibt 
uns aber die Relation, welche bei der Elektrolyse des Wassers 
zwischen der Anzahl der aufeinander wirkenden Elektronen und 
Wassermoleküle in Betracht kommt, d. h. es muß immer je ein 
Elektron, welches eine Geschwindigkeit hat, die durch 1,56 Volt 
erzeugt wurde und welche wir (aufp. 129) mit 722100 m pro Sek. 
berechneten, seine kinetische Energie an ein 16200 mal schwereres 
Wassermolekül abgeben, damit nachher wieder Temperaturgleich- 
gewicht bestehen kann. Die Ausführung der Rechnung bestätigt 
dies auch vollinhaltlich. Fragen wir nämlich: Wie groß ist die 
kinetische Energie, wenn eine bestimmte Gewichtseinheit von 
Elektronen eine Geschwindigkeit von 722100 m hat?, so ist: 
2 2 
= = 2,657 x 10% 
und dividieren wir nun diese Zahl durch 16200, so ist 
2,657 x 101 
= 1640128, 

wahrend die kinetische Energie fir die Zerlegung von einer 
Gewichtseinheit Wasser nach Favre und Silbermann 
= 1623496 ist, also mit großer Annäherung dieselbe Zahl. 

Wenn diese beiden Zahlen nicht ganz genau überein- 
stimmen, so ist das leicht begreiflich, da ja die Geschwindig- 
keit der Elektronen für 10000 Volt mit 0,58 x 10° m nur eine 
abgerundete Zahl ist; auch die Masse der Elektronen mit 
‘goo vielleicht nicht genau sein mag und endlich auch nicht 
entschieden ist, ob die von Favre und Silbermann mit 
3829 cal. =1623496 kg/m bestimmte Wärmeentwickelung bei 
der Verbrennung des Wasserstoffs genau mit dem umgekehrten 
Vorgang der elektrolytischen Zerlegung des Wassers zu iden- 
tifizieren ist. 

Die in einer Sekunde durch die elektromotorische Gegen- 
kraft des Elektrolytes entwickelte Arbeit (4) des Stromes ent- 
spricht dem Ausdruck 

er 


während die thermische Stromarbeit se ist. Wenn nun der 


Querschnitt des Elektrolyten so groß gemacht wird, daß der 
Widerstand (r) verschwindend klein wird, so kann man die 
g* 
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thermische Stromarbeit gegenüber der großen, chemischen 
Stromarbeit vernachlässigen. Da der obige Ausdruck für die 
sekundliche Arbeit gilt, so muß man die Stromstärke (i) so 
wählen,. daß z. B. eine Gewichtseinheit Wasser (1 kg in unserem 
' Falle) in einer Sek. zersetzt werden würde, während die elektro- 
motorische Kraft (e) das schon früher angewendete Maximum 
der Polarisation e = 1,56 Volt sein müßte. 

Da nun in 1 Sek. durch 1 Amp. nur 0,0000933 g Wasser 
zersetzt werden, so müßte man 

1000 
10718000 Amp. 

verwenden, um in 1 Sek. 1 kg Wasser zu zerlegen. Setzt man 
diese Zahl in den obigen Ausdruck für die Stromarbeit ein, 
„so erhält man: 


Aa 1:56 x 10718000 
9,81 9,81 


Man sieht, diese Zahl ist um 3,8 Prozent oder 189 Kal, 
gréBer als der von Favre und Silbermann bestimmte Wert. 
Es soll hier jedoch nicht weiter untersucht werden, welcher 
Wert als der richtigste!) zu betrachten wäre, da dies ja von 


minderer Bedeutung ist und es sich zunächst nur um die prin- 
zipielle Richtigkeit der angewendeten, mechanischen Auffassung 
des elektrolytischen Vorganges handelt, 

Es ist nun allerdings nicht vorauszusetzen, daß bei der 
Elektrolyse des Wassers bei einer elektromotorischen Kraft von 
1,56 Volt die „Elektronen“ aus der Platinelektrode tatsächlich 
mit einer sekundlichen Geschwindigkeit von 722100 m zwischen 
die Wassermoleküle hineinfliegen, sondern dieser Vorgang ist, 
wie ich glaube, als Vibration der Moleküle aufzufassen. Be 
vor wir davon sprechen, erscheint es jedoch angezeigt, uns dem 
eigentlichen Thema des .,,elektrischen Elementarquantums“ zu- 
. zuwenden. 

Wenn die früher erwähnte, von Thomson gemachte Voraus 
setzung, daß sich einzelne freie Elektronen mit den umgebenden, 
ponderablen chemischen Atomen dadurch in Temperaturgleich- 
gewicht setzen können, daß ihre mittlere kinetische Energie gleich 


1) Bei der Elektrolyse des Wassers kommen offenbar noch Neben- 
prozesse, wie Bildung von Wasserstoffsuperoxyd mit in Rechnung. 
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der kinetischen Energie eines Gasmoleküls der betreffenden 
Temperatur ist, wenn also diese Annahme als prinzipiell und 
theoretisch zulässig erachtet wird, dann hätte man unter der 
„Temperatur“ eines nur von freien Elektronen erfüllten Raumes 
genau dieselbe Abgabe kinetischer Energie an das Quecksilber 
des Thermometers zu verstehen wie bei irgendeinem anderen 
Körper. Dann könnte man im gleichen Sinn von der ,,Tem- 
peratur eines Elektrons‘ sprechen, wie von der Temperatur 
eines Heliumatoms oder eines Wasserstoffmoleküls. 


Wir wollen nun diese Voraussetzung J. J. Thomsons der 
nachstehenden Betrachtung zugrundelegen. Wenn die Masse 
eines Elektrons 1800mal kleiner wie jene eines Wasserstoff- 
atoms oder 3600 mal kleiner wie jene eines Wasserstoffmole- 
küls ist, dann müßten die Elektronen bei einer bestimmten 
Temperatur eine Geschwindigkeit haben, die /3600 = 60 mal 
größer wäre, als jene eines Wasserstoffmoleküls bei der näm- 
lichen Temperatur, wenn die kinetische Energie der Elektronen 
ebenso groß sein sollte wie jene der Wasserstoffmolekiile. 


Nun hat bekanntlich R. Clausius die Geschwindigkeit 
der Wasserstoffmolekiile bei 0° C. mit 1844 m berechnet. Die 
Geschwindigkeit der Elektronen bei 0°C. müßte daher 60mal 
größer oder = 110640 m sein. 


Wenn man unter der „Temperatur eines Molekiils“ resp. 
bei einem einatomigen Gase, wie z. B. Helium, unter „Tem- 
peratur des Atoms‘ dessen lebendige Kraft versteht, dann 
müssen sich zwei verschiedene Temperaturen (£ und ¢,) wie 
die lebendigen Kräfte verhalten; es muß also: 

mv?’ mov,* 
= 
sein oder die Geschwindigkeiten v und v, verhalten sich: 


v: v, = Vt: V4. 

Wenn man die Geschwindigkeit der Elektronen bei 0° C. 
kennt, so kann man dieselbe auch für alle übrigen Tempera- 
turen berechnen, nur müssen die Temperaturgrade nicht von 
0°C., sondern von — 273° gerechnet werden. Fragt man so- 
nach: wie groß wäre die Geschwindigkeit eines Elektrons bei 
— 272° oder 1° absolut?, so ergibt obige Relation v,. = 6696 m. 
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Nun haben wir früher die experimentell ermittelte Rela- 
tion zwischen der Geschwindigkeit der Kathodenteilchen in 
Vakuumröhren und der elektromotorischen Kraft an der Kathode 
herangezogen, welche durch das Verhältnis: 


v: v, = Ve : Va 
gegeben ist. Man sieht, das ist genau die gleiche Relation wie 
jene zwischen Geschwindigkeit der Gasmoleküle oder Atome 
und jener der Temperatur. Wenn man nun fragt: wie groß 
wäre die Geschwindigkeit der Kathodenteilchen in einer Vakuum- 
röhre bei einer Elektrodenspannung von 1 Volt, wenn sie bei 
10000 Volt = 0,58 x 10° m ist?, so erhält man zur Antwort: 


v, :0,58 x 10° = Yi : YI0000 
oder v, = 580000 m. 


Diese Geschwindigkeit, welche ein Volt einem Elektron erteilt, 
ist also 


580 000 
6696 
als jene Geschwindigkeit, welche ein Grad Celsius erteilt. 

Die Wärmemenge wird aber nicht durch die Geschwindig- 
keit, sondern durch die lebendige Kraft bestimmt und ist daher 
dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional. Ebenso ist 
die elektrische Energie oder lebendige Kraft, welche ich in 
bezug auf Elektronen oder Atome, deren „elektrische Ladung“ 
nenne, ebenfalls dem Quadrate der Geschwindigkeit pro- 
portional. 

Bezieht man daher eine bestimmte Wärmemenge und eine 
bestimmte Elektrizitätsmenge auf den gleichen Körper, z. B. auf 
ein Atom einer bestimmten Substanz oder auf ein „Elektron“ 
und nimmt als Maß der Temperatur Celsiusgrade und als Mab 
der Spannung Volt — beide als kinetische Geschwindigkeiten 
in Metern oder Zentimetern ausgedrückt — dann verhält sich: 
„Wärmemenge“ : „elektrische Ladung“ = (6696)?:(58 x 10 

oder wie 1: 7499,7, 


d.h jene Energie, welche der Geschwindigkeit entspricht, die 
durch ein Volt erzeugt wird, ist rund 7500mal größer als jene 
Energie, welche durch die Geschwindigkeit erzeugt wird, die 
durch einen Grad Celsius demselben Molekül erteilt wird. 


= 86,6mal größer 
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Da gegenwärtig der Begriff „Elektrizität“ wesentlich anders 
aufgefaßt wird als der Begriff „Körperwärme ponderabler Sub- 
stanzen‘, so erregt — wie ich im Gespräche mit Fachgenossen 
wahrnahm — die obige Auffassung, wonach 1 Volt elektrischen 
MaBes füglich nichts anderes bedeutet wie 7500°C. oder anders 
gesagt,eine bestimmte „elektrische Ladung“ eine 7500 mal größere 
lebendige Kraft bedeutet wie eine bestimmte „Wärmemenge“ 
(ebenfalls in Volt und Celsiusgraden, resp. beide in g/cm ge- 
messen) — anfänglich sehr große Befremdung, da man auf den 
ersten Blick geneigt ist, zu glauben, daß die Begriffe ,, Volt‘ und 
,Celsiusgrade“ resp. „elektrische Ladung“ und „Wärmemenge“ 
ganz wesensverschieden seien und daher überhaupt keine direkte 
Relation zwischen ihnen bestehen könne. 

Bevor ich nun an einer Reihe von Beispielen nachweise, 
daß obige kinetische Definition der „elektrischen Ladung“ zu 
durchaus numerisch richtigen Werten führt, dürfte es angezeigt 
sein, in einigen kurzen Worten diese Auffassung zu begründen. 

Es ist zunächst die Wärmeerzeugung durch den elek- 
trischen Strom, welche eine mechanische Auffassung der elek- 
trischen Vorgänge nahelegt. Wenn ein elektrischer Strom einen 
Metalldraht durchfließt, dann wird das Metall des Drahtes er- 


wärmt und der Ausdruck = = kgm gestattet es, diese Strom- 


arbeit direkt in Kilogrammetern zu messen. Nach dem all- 
gemeinen Grundsatze, daß Ursache und Wirkung einander 
gleich sein müssen, folgt aber wohl unabweislich, daß jener Vor- 
gang, welcher die „Wärme“ oder lebendige Kraft der Metall- 
moleküle im Leitungsdrahte hervorbrachte, ebenfalls eine 
„lebendige Kraft“ ponderabler Teilchen sein muß, denn vom 
atomistischen Standpunkte wäre es ganz unbegreiflich, wie 
ponderable, chemische Atome Stöße bekommen sollten, wenn 
nicht andere, ponderable Massen ihnen diese Stöße erteilen 
sollten? Tatsächlich wird ja den „Elektronen“ eine gewisse 
„Masse“ zugeschrieben, die von der Masse der chemischen 
Atome nicht wesensverschieden sein kann. | 

Andererseits hat J. J. Thomson dargelegt, daß die freien 
Elektronen, welche sich zwischen den chemischen Atomen be- 
finden, nicht die Träger des elektrischen Stromes innerhalb 
eines metallischen Leiters sein können, weil sonst so viele freie 
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F. Wächter. 
Korpuskeln in einer Volumeinheit Silber enthalten sein müßten, 
daB deren Wärmeenergie zehnmal größer wäre, als jene der 
gesamten Silbermasse. Es erscheint daher ausgeschlossen, das 
Fließen des elektrischen Stromes durch einen Leiter durch eine 
Fortbewegung ,,freier‘‘ Elektronen zu erklären. 

Wenn aber vorausgesetzt wird, daß das ,,FlieBen“ des 
elektrischen Stromes auf einer Fortbewegung ‚„gebundener“ 
Elektronen beruhe, dann müßte ein fortwährender Austausch 
zwischen Elektronen benachbarter chemischer Atome statt- 
finden, wie man dies bei der Stromleitung in Elektrolyten an- 
nimmt, und zwar müßte dieser Austausch mit jener rasenden 
Geschwindigkeit erfolgen, mit welcher sich der elektrische Strom 
durch den Metalldraht bewegt. Es ist das wohl eine wenig 
einleuchtende Vorstellung. 

Bei Heranziehung des Lichtäthers für die elektrische 
Stromleitung innerhalb einer metallischen Leitung ergeben sich 
aber auch bedeutende Schwierigkeiten, insbesondere zur Be- 
gründung dafür, warum der Lichtäther innerhalb eines Metalles 
viel tausendfach größere Quantitäten fortzuleiten vermag als 
in Gasen oder im freien Weltraum. Als Arbeitshypothese diene 
daher die Vorstellung, daß z. B. in einer Leitung aus Cu oder 
Pt die Metallatome selöst die Träger des elektrischen Stromes 
wären. 

Für eine Berechnung des elektrischen Elementarquantums 
auf mechanisch-thermischem Wege kann man nun von ver- 
schiedenen Ausgangspunkten ausgehen, und zwar von folgenden: 


a) Aus der kinetischen Energie der Gasmolekiile. 

Die Berechnung der Molekulargeschwindigkeiten durch 
R. Clausius beruht, wie man weiß, ausschließlich auf der 
Überlegung, daß der Gasdruck auf eine bestimmte Flächen- 
einheit von der Masse, Geschwindigkeit und Anzahl der Mole- 
küle in der Volumeinheit abhängt, was aus dem Grunde be- 
tont wird, um daran zu erinnern, daß für diese Berechnung 
keine thermischen Konstanten, sondern ausschließlich mechanische 
Werte als Grundlage dienen. 

Um 1 Molekül (= 2 Atome) Wasserstoffgas von — 273° 
bis 0°C. zu erwärmen, muß die Geschwindigkeit der Moleküle 
von 0 bis 1844 m (oder 184400 cm) erhöht werden. Die einem 
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Grammolekül Wasserstoffgas für eine Temperaturerhöhung um 
273° C. erteilte lebendige Kraft ist daher: 
2 
= 8,465 x 101, 
Für 1°C. sonach der 273. Teil oder: 
3,465 x 107 
375 = 1,269 x 105. 
Dividiert man diese Zahl durch die sog. Avogadrosche Zahl, 
so ergibt sich: _ 
5 
= 2,03 x 10719 g/cm, 
welche Größe man als das „thermische Elementarquantum“ be- 
zeichnen kann, d. h. jene lebendige Kraft, welche erforderlich 
ist, um die Temperatur eines Moleküls um 1°C. zu erhöhen. 
Wenn es nun zutreffend wäre, wie auf p. 134 erörtert wurde, 
daß das „elektrische“ Elementarquantum 7500mal größer ist, 
wie das „thermische“ Elementarquantum, dann müßte 
2,03 x 1071? x 7500 = 15255 x 101° g/cm 
den Wert des „elektrischen“ Elementarquantums in g/cm be- 
zeichnen oder in E.S.E. umgerechnet 3,01 x 101° E.S.E. Ein 
Blick auf die Tabelle auf p. 140 lehrt, daß dieser Wert sehr 
nahe demjenigen entspricht, welchen 1903 Hr. H. A. Wilson 
mit 38,1 x 10710 E.S.E. berechnet hat. 


b) Berechnung aus der spezifischen Wärme fester Körper. 

Die spezifische Wärme des Silbers ist = 0,0570, dessen 
Atomgewicht = 108. Ein Grammatom Silber erfordert daher für 
eine Temperaturerhöhung um 1° C. 0,057 x 108 = 6,156 g/cal. 
= 2,61014 x 10° g/cm. Dividieren wir diesen Wert gleichfalls 
durch die Avogadrosche Zahl, so erhalten wir als thermisches 
Elementarquantum 

5 
= 4,19 x g/cm 
oder, mit 7500 multipliziert, das elektrische Elementarquantum zu: 
4,19 x 10-19 x 7500 = 31425 x 101° 

oder, auf E.S.E. umgerechnet, 6,21 x 101° E.S.E. Dieser 
Wert ist also nahezu ebenso groß wie die im Jahre 1899 
vn J. J. Thomson berechneten Werte 6,5 x 101% bis 
6,8 x 10-9 ES.E.. 
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F. Wächter. 


e) Berechnung aus der spezifischen Wärme flüssiger 
Verbindungen. 

Die spezifische Wärme des Wassers ist = 1, dessen Mole- 
kulargewicht = 18; es bedürfen somit 18 g Wasser für 1° (, 
18 g/cal. = 7,632 x 10° g/cm. Diese Zahl durch die Avo. 
gadrosche Zahl dividiert, ergibt: 

= 12,25 x 10-1° g/em 
als thermisches Klementarquantum eines Wassermoleküls. Multi. 
pliziert man mit 7500 wie früher, so ergibt sich: 
12,25 x 107° x 7500 = 91875 x 107° g/cm 

als elektrisehes Elementarquantum des Wassers. Diese Zahl 
auf E.S.E. umgerechnet, ergibt 18,18 x 10!°E.S.E, also eine 
etwa dreimal so große Zahl wie beim Silber. Erwägt man 
aber, daß 1 Molekül Wasser 2 Atome Wasserstoff und 1 Atom 
Sauerstoff enthält, so entfällt auf je 1 Atom nur !/, oder 
6,06 x 101° E.S.E., also ziemlich genau dasselbe wie beim Silber. 

Als zweites Beispiel dieser Art mag der flüssige Schwefel. 
kohlenstoff (CS,) herangezogen werden. Die spezifische Wärme 
desselben ist = 0,1315, dessen Molekulargewicht = 76. Das 


Produkt dieser beiden Zahlen mit 42400 multipliziert 
= 4,23746 x 10°. Diese Zahl durch die Avogadrosche Zahl 
dividiert: 


9 5 
= 6,80 x 10-19 g/em 
als „thermisches“ Elementarquantum; daraus durch Multiplikation 
mit 7500: 
6.80 x 10719 x 7500 = 51000 x 10719 g/m 

als elektrisches Klementarquantum oder auf E.S.E. umgerechnet 
10,11 x 107 ESE Da nun ein Molekül Schwefelkohlenstof 
auch 3 Atome (2 S und 1 C) enthält, so kommt auf je 1 Atom 
8,37 x 1071 E.S.E, also ein Wert, welcher sehr nahe dem- 
jenigen entspricht, welchen J. J. Thomson im Jahre 1903 
mit 3,4 x E.S.E. berechnete. 


d) Berechnung aus der spezifischen Wärme der Gase bei 
konstantem Volumen. 
Die spezifische Wärme des Sauerstoffs bei konstantem 
Volumen ist = 0,2175, dessen Atomgewicht = 16; für ein 
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Grammolekül sind sonach 4,48 g/cal. = 1,89952 x 10° g/cm 
erforderlich. Diese Zahl durch die Avogadrosche Zahl divi- 
diert ergibt: 
1,89952 x 10° 
0,623 x 10% 
als thermisches Elementarquantum und mit 7500 multipliziert: 
3,05 x 10-1? x 7500 = 22274 x 107° g/cm 
als elektrisches Elementarquantum oder, in E.S.E. umgerechnet, 
4,41 x 101° E.S.E. 

Wenn man aber nicht auf das Molekül, sondern wie beim 
Wasser und Schwefelkohlenstoff pro ein Atom rechnet, so kommt 
pro 1 Atom 2,205 x 101° E.S.E. 

Als letztes Beispiel sei noch die gasförmige Kohlensäure 
mit der spezifischen Wärme = 0,1948 und dem Molekular- 
gewicht = 44 gerechnet. Das Produkt dieser beiden Zahlen 
mit 42400 multipliziert und durch 0,623 x 10% dividiert, gibt 
als thermisches Klementarquantum 13,75 x 10719 g/cm und 
als elektrisches Elementarquantum (mit 7500 multipliziert) und 
in E.S.E. umgerechnet 20,40 x 107” ES.E. Da 1 Molekül 
Kohlensäure aber 3 Atome (2 O und 1 C) enthält, so kommt 


= 3,05 x 101? g/cm 


auf je 1 Atom 6,80 x 101° E.S.E., also dieselbe Zahl, welche 
J.J. Thomson im Jahre 1899 berechnete. 


Diese Beispiele genügen wohl, um zu beweisen, daß man 
auf mechanisch-thermischem Wege zu Werten gelangt, die 
innerhalb jener Grenzen liegen, wie solche für das elektrische 
Elementarquantum auf wesentlich anderen Grundlagen gefunden 
wurden. 

Wie aber die von verschiedenen Forschern nach verschie- 
denen Methoden bestimmten ,,Elementarquanten“ um mehr als 
den fünffachen Betrag (d. h. um mehr als 500 Proz.!!) von- 
einander abweichen, so zeigen auch die vorstehend erörterten 
Beispiele, welche durch die tabellarische Übersicht auf p. 141 
noch durch einige andere Angaben ergänzt werden, durchaus 
nicht gleiche Zahlen. 

Einerseits bewegen sich die Werte bei verschiedenen Sub- 
stanzen zwischen 1,50 bis 6,80 x 101°, variieren also auch um 
den 4,5fachen Betrag, andererseits gelangt man aber auch für 
denselben Stoff zu verschiedenen Werten; je nachdem man bei- 
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spielsweise den Wert für Kohlenstoff aus der Kohlensäure, dem 
Schwefelkohlenstoff oder dem Diamant ableitet, ergibt sich 
6,80 x 101%, 3,37 x 10719 und 1,77 x 101%. Für Sauerstoff 
6,80 x 10719, 6,06 x 101% und 2,205 x 10-19; für Wasserstoff 
6,06 x 10719 und 1,50 x 10719, 


Elektr. Elementarquantum 
E.S.E. 


Anmerkung 


Coulombs 


Richarz 


H. A. Lorentz 
G. J. Stoney 
24 x 10719 


J.G. Townsend | 


| —10 
J.J. Thomson | 6,5 x 10 


x 10-10 


| 2,26 x 10719 


0,48 x 10-19 


x 107" 
0,5 x 107" 
2,16 x 1071 


auf5x 107" y. R.T. 


Lattey (1909) korrig. 


alszugroßangesehen 


‚16,8 x 
| auf 5,55 x 107 
von E Bauer und 
M. Moulin gerechn. 


M. Planck | 4,69 x 10710 | 1,56 x 10719 


x 107 
x 107 
x. 107% 


x 10719 


J. Nabl 2x 1071 
J. J. Thomson | 8,4 x 107" 
H. A. Wilson | 3,1 x 107” 
K. Przibram | 3,8 x 10-10 
R. H. Millikan | 
u. Begemann | 
E. Rutherford 
u. H. Geiger 
E. Regener | 4,79 x 10710 
4,46 x 107° 
F. Ehrenhaft 4,68 x 10-10 
G. Moreau 4,8 x 10710 
M. de Broglie | 4,5 x 10710 
J. Perrin 4,11 x 10710 
R. A. Millikan | 4,6 x 107'° 


0,66 
1,13 
1,08 
1,26 


14,06 x 107" | 1,85 


1,55 x 107" 


1,59 
1,48 


x 10719 
1,56 x 
1,43 x 107° 
1,5 x 107% 
1,87 x 107 
1,58 x 10719 


} an Silber 


Die vorstehende Tabelle ist der bekannten Abhandlung 
von Hrn. Felix Ehrenhaft!) „Über die Messung von Elek- 
trizitätsmengen, die kleiner sind als die Ladung des Elektrons 
und von dessen Vielfachen abweichen“ entnommen. Die darin 
angegebenen, verschieden großen Werte für das sogen. elek- 


1) F. Ehrenbaft. Wien. Ber. 119. Ila. p. 818. 1910. 
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trische ,,Klementarquantum“ (welche zum Teil erst durch Hal- 
bierung einander näher gebracht wurden), ferner die eingehen- 
den Untersuchungen von F. Ehrenhaft bei Messung von Einzel- 
werten an ultramikroskopischen Metallteilchen, wie endlich die 
in vorliegender Abhandlung erörterten Verhältnisse führen, 


meiner Meinung nach, zu folgenden Ergebnissen: 


Substanz 


Atom- 
oder 
Mole- 
kular- 
gew. 


Elementarquantum 
elektrisches 


g/cm 
thermisches 


pro Molekiil | 
E.S.E. 


pro Atom 
E.S.E. 


Silber 
Gold 


Platin 
Quecksilber 


108 
197 


197,4 
200 


4,19 x 107" | 
4,00 x 1079 
4,34 x 107 
4,87 x 
4,45 x 107" 


5,94 x 10710 
6,45 x 10710 
6,48 x 10710 
6,60 x 10-10 


6,5 x 10- 


Wasser 
Schwefel- 
kohlenstoff 


0,1815 


18 


12,25 x 107” 


6,80 x 107% 


6,06 x 10-1 


8,37 x 10710 


Schwefel 
Phosphor 
Silicium 

Bor 
Kohlenstoff 
Diamant } 


0,168 
0,1740 
0,138 
0,225 


0,1469 


8,55 x 10-1 
8,67 x 107% 
2,68 x 107 
1,67 x 107% 


1,20 x 10-9 


5,25 x 
5,46 + 10710 
3,90 x 10-10 
2,49 x 1071 


1,77 x 107% 


Wasserstoff!) 


resp. 1 


2,08 x 107° 


8,01 x 107% 


1,50 x 10-1 


Sauerstoff 
Kohlensäure 


0,2175 
0,1948 


16 | 3,05 x 1071 
44 | 18,75 x 


4,41 x 1071 
20,4 x 10710 


2,205 x 10710 
6,80 x 10710 


1. Das Dulong-Petitsche Gesetz, wie auch die spez. 


Wärme der Gase bei konst. Volumen lehren im Verein mit 
der kinetischen Wärmetheorie, daß die chemischen Atome 
(resp. Moleküle) bei gleichen Temperaturen gleich große leben- 


1) Nicht aus der spezifischen Wärme, sondern aus der kinetischen 
Energie abgeleitet. 
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dige Kraft besitzen, wobei einzelne Elemente, wie C, Si, Bo, 
unter verschiedenen Umständen verschiedene Molekülgröße 
haben. Wenn nun die „Elektrizität‘‘ auch eine Bewegung der 
chemischen Atome oder Moleküle wäre, dann hätte man voraus- 
zusetzen, daß die lebendigen Kräfte derselben bei gleichen 
elektrischen Ladungen auch gleich groß sind. 


2. Die auf p. 131 vorliegender Abhandlung nachgewiesene 
Tatsache, daß man aus den von den Herren J. J. Thomson, 
W. Kaufmann, P. Lenard, S. Simon, E. Wiechert, 
W. Wien, W. Seitz u. a. sowohl theoretisch wie auch experi- 
mentell bestimmten Geschwindigkeiten, resp. elektrischen Ener. 
gien der sogen. Elektronen die zur elektrolytischen Zerlegung 
des Wassers erforderliche Energie berechnen kann, lehrt, dab 
auch bei der elektrischen Bewegung der Materie gleich große 
lebendige Kräfte der ponderablen chemischen Atome und 
Moleküle, wie auch der Elektronen gleich großen elektro- 
motorischen Kräften entsprechen. Bei einer mechanischen 
Auffassung des Begriffes „Elektrizität“ ist es ja ganz selbst 
verständlich, daß auch bei der elektrischen Bewegung stets 
mv?/2 = m, v,”/2 sein muß, d. h. daß die elektrischen Ge 
schwindigkeiten verschiedener Atome, Moleküle oder Elek- 
tronen bei gleichen Spannungen den Quadratwurzeln aus ihren 
Massen umgekehrt proportional sein müssen. 

3. Die Elektronen kann man danach nur als die kleinsten 
ponderablen Teilchen der Materie auffassen, die weder „warm“, 
noch „elektrisch geladen“ sind, so lange sie sich nicht be- 
wegen, sondern welche die eigentlichen Uratome sind, aus 
denen sich die chemischen Atome der Elemente aufbauen, wie 
ich diese Anschauung schon in meiner Abhandlung vom 
Jahre 18781) eingehend begründet habe, allerdings ohne da 
mals das Verhältnis der Masse dieser Uratome zu den che 
mischen Atomen bestimmen zu können. 

4. Der Begriff „elektrische Ladung‘ eines Elektrons, eines 
Atoms, Moleküls oder Ions wäre danach identisch mit dessen 
jeweiliger lebendiger Kraft. Wie man nun nicht sagen kana, 
daß die Geschwindigkeit eines Wasserstoffatoms von 111,6 m 


1) F. Wächter, Wien. Ber. 77. Ila. Maiheft 1878. 
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pro Sekunde (was einer Temperatur von 1° abs. entspricht) 
die kleinste theoretisch denkbare Wärmemenge oder das 
„Elementarquantum der Wärme‘ wäre, ebensowenig darf man 
voraussetzen, daB sich ein Elektron mit keiner kleineren Ge- 
schwindigkeit als 6696 m pro Sekunde (was 1 Volt entspricht) 
bewegen könnte, da ja auch 10, 100, 1000, 10000mal usw. 
kleinere Elektronengeschwindigkeiten möglich sind. 


Der Begriff „elektrisches Elementarquantum“ als eine 
nicht unterschreitbare ‚„Naturkonstante* hat daher — bei 
mechanischer Auffassung der Elektrizität — gar keine Be- 
rechtigung. 


5. Die schönen umfangreichen Versuche von Hrn. Felix 
Ehrenhaft!), welcher zuerst darauf hingewiesen hat, daß nur 
Einzelmessungen an möglichst kleinen Teilchen zu richtigen 
Erkenntnissen führen können und dessen zahlreiche Beobach- 
tungen viel kleinere Werte ergeben als das sogen. Elementar- 
quantum, können daher meiner Anschauung nach gar nicht 
anders aufgefaßt werden, als daß es überhaupt keine kleinste, 
nicht unterschreitbare elektrische Ladung, also kein fixierbares 
„Elementarquantum“ der Elektrizität gibt und halte ich es für 
vergebliche Mühe die klaren, experimentellen Ergebnisse der 
Arbeiten von F. Ehrenhaft — einer vorgefaßten theoretischen 
Anschauung wegen — entkräften zu wollen. Ich erachte es 
vielmehr für richtiger, daraus die Konsequenz zu ziehen, daß 
es eben kein „elektrisches Elementarquantum“ und keine 
„Elektronen“ im bisherigen Sinne gibt und daher eine mecha- 
nische Auffassung der Elektrizität zu versuchen ist. 


6. Um schließlich Mißverständnissen vorzubeugen, will ich 
noch — einer von mir beabsichtigten weiteren Publikation 
vorgreifend — bemerken, daß ich Wärmebewegungen und 
elektrische Bewegungen nur in folgendem Sinne als identisch 
betrachte: Beide Arten von Bewegungen finden an ponderablen 
Atomen, Molekülen oder Elektronen statt. Unter „Wärme- 
bewegungen“ verstehe ich aber die diffusen, d.h. kreuz und 


1) F. Ehrenhaft, Wien. Ber. 118. Ila. März 1909; 119. Ila. Mai 
1910; Phys. Zeitschr. 11. p. 940. 1910; 12. p. 94 u. 261. 1911; Verh, d. 
D. Phys. Ges. 15. p. 1187 u. 1380. 1913. 
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quer nach allen Richtungen des Raumes gehenden Bewegungen 
der kleinsten Teilchen der Materie, während dieselben Be. 
wegungen, wenn sie in einer bestimmten Weise zu der Strom- 
richtung geordnet sind, als „elektrische Bewegungen‘ erschei- 
nen. Es lassen sich hierbei über die Art dieser Bewegungen 
ganz präzise Vorstellungen bilden, wie ich dies in einer nächsten 
Arbeit, teils auf Grund spezieller Experimente, zu erörtern 
beabsichtige. 


Wien, im Februar 1914. 


(Eingegangen 17. Februar 1914.) 
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7. Theoretische Behandlung der Erscheinungen 
in verdünnten Gasen; 
von B. Baule, 


Inhaltsangabe: Einleitung p. 145—148. — Abschnitt I: Der 
Temperatursprung p. 149—162. — Abschnitt II: Die Gleitung p. 162 
bis 167. — Abschnitt III: Molekulare Wärmeleitung in starkverdünnten 
Gasen p. 168—174. — Abschnitt IV: Innere Reibung in stark verdünnten 
Gasen p. 174—176. 


Einleitung. 


Von den in verdünnten Gasen auftretenden Erscheinungen, 
die im folgenden mathematisch behandelt werden sollen, sollen 
uns zunächst der Temperatursprung und die Gleitung be- 
schäftigen. 

Hält man zwei einander gegenüberstehende ebene Platten 
auf verschiedener Temperatur, so stellt sich im Innern des 
Gases zwischen jenen Ebenen ein stetiger, linearer Tempe- 
raturverlauf her, und in unmittelbarer Nähe der festen Wände 
hat das Gas dieselbe Temperatur wie diese selbst. Das gilt 
jedoch nur, wenn das Gas unverdünnt ist. Ist das Gas zwischen 
den Platten verdünnt, so tritt an den Wänden eine Unstetig- 
keit im Temperaturverlauf, ein sogenannter „Temperatursprung‘“ 
auf, der um so größer ist, je stärker das Gas verdünnt ist. 

Eine ganz ähnliche Erscheinung in verdünnten Gasen ist die 
des „Gleitens“. Hat man wiederum zwei parallele ebene 
Platten, die auf verschiedener Geschwindigkeit gehalten werden, 
so ist, sofern das Gas zwischen den Platten unverdünnt ist, 
der Verlauf der sichtbaren Geschwindigkeit zwischen den 
Platten stetig und linear. Ist das Gas jedoch verdünnt, so 
tritt an den Wänden ein Geschwindigkeitssprung, die soge- 
nannte „Gleitung“ auf, deren Größe wie die des Temperatur- 
sprunges umgekehrt proportional dem Gasdruck ist. 

Eine molekulartheoretische Behandlung des Temperatur- 
sprunges versuchte zuerst v. Smoluchowski, und zwar auf 

Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 10 
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zwei verschiedenen Wegen. In seiner ersten Arbeit!) legt er 
seinen Berechnungen die unvollkommenen Boltzmannschen 
Annahmen zugrunde, in denen die Temperatur als eine 
„Eigenschaft“ der Moleküle angesehen wird, die mit ihrer Ge. 
schwindigkeit nichts zu tun hat. Die Menge, die jedes Molekül 
von dieser Eigenschaft besitzt, richtet sich nach dem Ort seines 
letzten Zusammenstoßes. Für die Moleküle, die ihren letzten 
Zusammenstoß an der Wand erfahren haben, macht v. Smolu- 
chowski eine besondere Annahme. Es soll ihre Temperatur 


(1) = BF — Ty) + 


sein, wenn % die mittlere Temperatur der auf die feste Wand 
zufliegenden Moleküle, 7, die Temperatur der Wand und £ eine 
von der physikalischen Beschaffenheit des Gases und der Wand 
abhängige Konstante bedeutet. Unter Benutzung dieser An- 
nahmen und des Begriffes der mittleren freien Weglänge stellt 
v. Smoluchowski für den Temperaturverlauf im Innern des 
Gases eine Integralgleichung auf, deren Lösung er annähert. 

In einer zweiten Behandlung?) desselben Problems benutzt 
v. Smoluchowski andere Annahmen. Für die von der festen 
Wand zurückgeworfenen Moleküle nimmt er an, daß die Wand 


teils vollkommen absorbierend (Bruchteil f) und teils voll. 
kommen reflektierend (Bruchteil 1— f) für die Gasmolekiile sei, 
Die Temperatur ist die mittlere kinetische Energie der Mole- 
kiile. Diese Annahmen liefern für die Temperatur der von der 
Wand fortfliegenden Moleküle in der obigen Schreibweise: 


= (1—f)(F— + TN, 


also einen ganz entsprechenden Ausdruck. Unter Anwendung 
des Maxwellschen Kraftgesetzes von der 5. Potenz fir die 
Wirkung der Gasmolekiile aufeinander berechnet v. Smolu- 
chowski den Temperaturverlauf im Innern des Gases und 
damit den Temperatursprung. 

Die Resultate aus beiden Berechnungen v. Smoluchowskis 
stimmen insofern mit der Erfahrung überein, als sich ein dem 
Temperaturgradienten direkt, dem Druck aber umgekehrt pro- 


1) M. v. Smoluchowski, Wien, Akad. Ber. 107. 
2) M.v. Smoluchowski, Wien. Akad. Ber. 108. 
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portionaler Temperatursprung ergibt. An eine genaue quanti- 
tative Nachprüfung der Resultate durch die Experimente ist 
nicht zu denken, da die Konstante @ bzw. f rein phänomeno- 
logischen Charakter hat. Sie kann nur durch den Versuch 
selbst bestimmt werden. 

Die Gleitung haben zuerst Kundt und Warburg theo- 
retisch behandelt.!) Auch sie bedienen sich wie Smolu- 
chowski in seiner ersten Arbeit der rohen Boltzmannschen 
Annahmen. Die sichtbare Geschwindigkeit wird als eine Eigen- 
schaft der Moleküle angesehen, die ihnen bei jedem Zusammen- 
stoB in einer gewissen, vom Ort des Zusammenstoßes ab- 
hängigen Menge zuerteilt wird. Für die sichtbare Geschwin- 
digkeit der Moleküle, die ihren letzten Zusammenstoß an der 
festen Wand erlitten haben, wird die Annahme gemacht: 


(2) 


worin v’ die sichtbare Geschwindigkeit der von der Wand fort- 
fliegenden Moleküle, » die der auf die Wand anfliegenden, 
v, die Geschwindigkeit der Wand und # eine für den festen 
Körper und das Gas charakteristische Konstante ist. Die Be- 
rechnung der Gleitung geschieht dann auf demselben oben an- 
gedeuteten Wege, den v. Smoluchowski zur Berechnung des 
Temperatursprunges geht. 

Auch das zweite von Smoluchowski zur Berechnung 
des Temperatursprunges benutzte strengere Verfahren läßt sich 
zur theoretischen Behandlung der Gleitung benutzen. Beide 
Theorien ergeben, daß die Gleitung wie der Temperatursprung 
umgekehrt proportional dem Druck und direkt proportional 
dem Gradienten ist, was auch die Erfahrung gelehrt hat. Eine 
quantitative Prüfung der Theorie durch die Versuche ist in- 
dessen auch hier aus den oben angeführten Gründen nicht 
möglich. Den Konstanten $ bzw. f fehlt jede molekular- 
theoretische Bedeutung. 

v. Smoluchowski ist der Ansicht, daß die Konstante 
in seinem für die Behandlung des Temperatursprunges ge- 
machten Ansatz zahlenmäßig gleich sein müsse der in dem 
entsprechenden Gleitungsansatz auftretenden. Man könne, 


1) A. Kundt u. E. Warburg, Pogg. Ann. 155. 
10* 
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meint v. Smoluchowski, doch nicht gut einen für thermische 
und mechanische Vorgänge verschiedenen Zahlenwert jener 
Konstanten annehmen. Kinetisch begründet ist diese Ansicht 
nicht, die Experimente lassen sie aber auf den ersten Blick 
wahrscheinlich erscheinen. 


Führt man diese Vermutung v. Smoluchowskis als An- 
nahme ein, so liefert die Theorie eine sehr einfache Beziehung 
zwischen der Gleitung und dem Temperatursprung. Es folgt 
nämlich 


5 8 
— = —— 
Y 15’ 


wenn 6 die Gleitung und y der Temperatursprung beim Gra- 
dienten ,,eins“ ist. 


Diese Beziehung nachzuprüfen machte sich Timiriazeff 
zur Aufgabe, indem er für dieselben Gase, für die Lasareff 
den Temperatursprung gemessen hatte, am selben Metall die 
Gleitung bestimmte. Timiriazeff fand sie innerhalb der 
Beobachtungsfehler bestätigt bei Luft und Kohlensäure, seine 
Wasserstoffmessung lieferte jedoch einen gänzlich abweichenden 
Wert. Timiriazeff ist indessen von der Richtigkeit des aus 
Smoluchowskis Theorie folgenden Satzes so sehr überzeugt, 
daß er sein Wasserstoffexperiment verwirft mit der Begrün- 
dung, daß der in käuflichen Stahlzylindern aufbewahrte 
Wasserstoff wohl verunreinigt gewesen sei. Wir werden später 
erkennen, daß jenes Wasserstoffexperiment vollkommen ein- 
wandfrei, die Beziehung ö/y = 8/15 aber unrichtig ist. 


Annahmen, wie sie von Smoluchowski und Kundt und 
Warburg zur theoretischen Behandlung gemacht worden sind, 
sind vom molekulartheoretischen Standpunkt sehr unbefriedigend; 
gehen sie doch in keiner Weise auf den molekularen Bau des 
festen Körpers ein. Es soll im folgenden versucht werden, 
unter ganz bestimmten, der Molekulartheorie entsprechenden 
Annahmen über die Struktur und die innere Bewegung des 
festen Körpers etwas Bestimmtes über die Vorgänge an der 
Wand und die Größe des Temperatursprunges und der Gleitung 
zu erfahren. 
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I. Der Temperatursprung. 


Der feste Körper soll vorgestellt werden als ein schwingen- 
des kubisches Raumgitter. Seine Moleküle bzw. Atome 
schwingen um die Raumgitterpunkte als Ruhelage mit einer 
mittleren kinetischen Energie, die wir die ,,Temperatur“ des 
festen Körpers nennen. Durch Energiezufuhr von außen wird 
dafür gesorgt, daß diese mittlere kinetische Energie stets die- 
selbe bleibt. 

Auf dieses schwingende Gittersystem fliegt nun ein Mole- 
külschwarm mit einer gewissen mittleren Geschwindigkeit an. 
Welches ist dann die mittlere kinetische Energie der von dem 
festen Körper in den Gasraum zurückgeschickten Moleküle? 
Manche Moleküle werden einmal, manche zweimal, manche 
öfter mit einem Molekül des festen Körpers zusammenrennen, 
ehe sie in den Gasraum zurückkehren, ja, manche Moleküle 
werden in das Innere des festen Körpers eindringen und erst, 
nachdem sie lange Zeit zwischen seinen Molekülen hin und 
her geworfen sind, das Freie wiederfinden. Es ist also zu- 
nächst zu untersuchen, welche mittlere kinetische Energie die 
einmal, zweimal und allgemein die n-mal mit einem Molekül 
des festen Körpers zusammengestoBenen Gasmoleküle besitzen. 
Diese Frage läßt sich unter der Voraussetzung, daß die Mole- 
küle vollkommen elastische Kugeln sind, mit Hilfe der StoB- 
gesetze ohne Schwierigkeit beantworten. 

Bezeichnen wir die Masse eines Wandmoleküles mit m*, 
seine Geschwindigkeitskomponenten im Augenblicke des Zu- 
sammenstoßes mit einem Gasmolekül mit &*, 7*, £* und ent- 
sprechend die Masse und Geschwindigkeit des Gasmoleküles 
mit m, & n, &, so sind die Geschwindigkeitskomponenten des 
Gasmoleküles unmittelbar nach dem Zusammenstoß 


wenn J, m, n die Richtungskosinusse der StoBlinie im Augen- 
blicke des Zusammenstoßes sind, und 


he 
er 
ht 
ck 
Igt i 
off 
off 
die 
ler 
ine 
len di 
‚us 
gt, 
in- 4 
rte 
ter 
in- 
nd 
1d; { 
les 2 m* 
jer 2 m* r rf 
Gen W, | 


B. Baule. 


W= 1G — &) + m(y — + n(n — 1") 
ist. 
Wahlen wir die Richtung der Relativgeschwindigkeit der 
beiden Moleküle gegeneinander als &-Achse, so gilt: 
n—i=0, 
und Wel.(£— &&), 


weiter ist, wenn wir die absoluten Geschwindigkeiten der beiden 
Moleküle mit c und c* bezeichnen, 


(& — &*)? = c? + — 2c.c*cosy 
und &.(§ — &) = c? —c-c* cosy, 
wenn x den Winkel bedeutet, den c und c* einschließen. 


Führt man noch statt der /, m, n Eulersche Koordinaten 
ein, indem man setzt: 


l= cosg, 

m = sin Cos 

n = sin p sin y 
und bildet man dann für c’? = £ +7? + £’? das Mittel, in- 
dem man die Richtung der StoBlinie einerseits über die Halb- 
kugel sich ändern läßt, dem Winkel y anderseits alle Werte 
zwischen 0 und 2a gibt, so folgt für das mittlere Ge- 
schwindigkeitsquadrat der einmal mit einem Wandmolekül 
zusammengerannten Gasmoleküle 


(4) <2 oy m? + m*? 2 2 m*? *2 


esa (m? + m*)? (m + m*)? 


c 


Haben die mit dem Wandmolekül zusammenrennenden 
Gasmoleküle nicht alle dieselbe Geschwindigkeit, wie voraus 
gesetzt war, sondern besitzen sie eine bestimmte Geschwindig- 
keitsverteilungsfunktion F.,, so gilt die obige Gleichung un- 
geändert, da alle Größen außer c? von c unabhängig sind und 
bei einer Mittelwertbildung über alle c unberührt bleiben. 
Es bedeutet dann nur c? das „mittlere‘‘ Geschwindigkeits- 
quadrat der auffliegenden Gasmoleküle. Das gleiche gilt von 
dem c*?, wenn man die Einschränkung fallen läßt, daß das 
Wandmolekül bei allen Zusammenstößen mit den Gasmole- 
külen dieselbe Geschwindigkeit c* hat. 
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Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (4) mit 
m/2, so ergibt sich für die mittlere kinetische Energie ¢’ aller 
nach einmaligem Zusammenstoß mit einem Wandmolekül 
zurückgeworfenen Gasmoleküle 

m? + m*? 2 m m* 


(4) 


wenn & die kinetische Energie der auffliegenden Moleküle 
und &* die mittlere kinetische Energie der Wandmoleküle be- 
deutet, und wenn 

m? + m*? 
(m + m*)* 


c= gesetzt wird. 

Stößt ein mit der kinetischen Energie « ankommendes 
Gasmolekül zweimal hintereinander mit einem Wandmolekül 
von der kinetischen Energie s* zusammen, so ist seine 
kinetische Energie nach jenem bei den Stößen 


Allgemein ist die kinetische Energie eines n-mal mit einem 
Wandmolekül zusammengerannten Gasmoleküles 


(4”) = —a)e*. 


Es ist nunmehr unsere Aufgabe zu erörtern, wieviel von 
den auf das schwingende Raumgitter auffliegenden Gasmole- 
külen nach einmaligem, wieviel nach zweimaligem und allge- 
mein wieviel nach n-maligem Anprall in den Gasraum zurück- 
geworfen werden. 

Werden von n auf das Gitter auffallenden Molekülen n’ 
nach einmaligem, n” nach zweimaligem und allgemein n™ nach 
n-maligem Zusammenstoß mit einem Wandmolekül zurück- 
geworfen, so ist die mittlere kinetische Energie aller von dem 
festen Körper fortfliegenden Moleküle 


+. > n(n) en) 


und das ist nach (4) 


San n(n) 
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Vergleichen wir dieses Resultat mit der Smoluchowskischen 
Annahme (1), so erkennen wir, daß sich jene Annahme als 
eine Folge des für den festen Körper angenommenen Raum- 
gitters darstellt. Die bei Smoluchowski bedeutungslose 
Konstante hat eine kinetische Deutung erfahren. 

An eine genaue Bestimmung der n™ ist mathematisch 
nicht zu denken. Begnügen wir uns daher mit der Näherung, 
die sich unter Zugrundelegung folgender Rechnungsannahme 
ergibt: Alle Gasmoleküle, die beim Anprall an ein Molekül 
des obersten Flächengitters eine in den Gasraum gerichtete 
Geschwindigkeitskomponente erhalten, gelten als einmal mit 
einem Wandmolekül zusammengestoßen, alle anderen aber als 
unendlich oft. 

Diese Annahme muß als gerechtfertigt angesehen werden, 
wenn man bedenkt, daß schon nach sehr wenigen Zusammen- 
stößen ein vollkommener Energieausgleich zwischen den ver- 
schiedenartigen Molekülen zustande kommt. Beispielsweise be- 
sitzt im Mittel ein Sauerstoffmolekül, das nur zweimal mit 
einem Nickelatom zusammengerannt ist, schon zu °/,, die 
Energie des Nickelatoms, während es nur noch !/,, von seiner 
früheren kinetischen Energie aufweist. 

Nach dieser Annahme geht der Ausdruck Y a”- n™ / Sn 
über in @-n’/n, wenn n’ die Zahl der Moleküle ist, die von 
den n auf den festen Körper auffallenden vom obersten Flächen- 
gitter in den Gasraum zurückgeworfen werden. Es werde 
(6) 
gesetzt. 

Zur Bestimmung von » wollen wir die Moleküle des festen 
Körpers den Gasmolekülen gegenüber als ruhend (nicht als 
fest!) ansehen. Sie sind elastisch an ihre Ruhelage gebunden. 
Die dauernd von außen zufließende Energie hält die durch 
den Anprall der Gasmoleküle hervorgerufenen Verände- 
rungen des Gitters in engen Grenzen und stellt stets das ur- 
sprüngliche Bild wieder her. Die Zahl der im obersten Flächen- 
gitter liegenden Moleküle sei N*, dann ist der Abstand jedes 
Wandmolekiiles von seinen benachbarten: a = N*=", 
a ist abhängig von der Ebene, in der man den festen Körper 
schneidet. Weiter denken wir uns die Wandmoleküle vom 
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Durchmesser o* durch Kugeln vom Durchmesser o* + o ersetzt, 
wenn o der Durchmesser der Gasmoleküle ist. Dann können 
wir den Schwarm der heranfliegenden Gasmoleküle als einen 
Schwarm von elastischen Punkten ansehen. Die in den Gas- 
raum gerichtete Oberflächennormale des festen Körpers wählen 
wir als &-Achse. 

Durch die Fragestellung, wieviel von den in irgend einer 
Richtung auf das Gitter auffallenden Punkten mit einer posi- 
tiven &-Komponente zuriickgeworfen werden, grenzen wir auf 
jedem Gittermolekül zwei Bereiche voneinander ab. Alle 
in dem einen Gebiet auftreffenden Gasmoleküle werden mit 
positiver, alle im anderen auffallenden mit negativer §-Kom- 
ponente zurückgeworfen. Die Grenzkurve beider Gebiete 
ist durch die StoBgesetze (3) und &= 0 gegeben. In ihrer 
Gleichung treten als Parameter auf die Massen m, m* 
und die Richtung & der ankommenden Moleküle gegen die 
£-Achse. Die Größe der Projektion der von jener Kurve um- 
schlossenen Fläche auf eine zur Geschwindigkeitsrichtung der 
Gasmoleküle senkrechte Ebene ist proportional der Zahl der 
mit positiver &-Komponente zurückgeworfenen Moleküle. Der 
Bestimmung dieser Projektion auf dem angedeuteten, nächst- . 
liegenden Wege stellen sich erhebliche Schwierigkeiten ent- 
gegen. Sie gelingt aber durch folgende einfache Überlegung: 
Angenommen, es wäre die Richtungsverteilung der Moleküle 
nach dem Stoß bekannt für die in der £-Richtung ankommenden 
Moleküle (d.h. fir «@=0) Es sei also für diese Moleküle 
n, +f (%')dk die Anzahl der Moleküle, die nach dem Stoß in 
einem durch das Flächenelement dk charakterisierten Kegel 
fliegen. Projizieren wir nun das Richtungsbündel f(a,’) auf 
eine zur £-Achse parallele Ebene, so erkennt man leicht, daß 
dann von den unter einem Winkel « gegen die £-Richtung an- 
kommenden Molekülen 


a2 


(7) Na’ = Ne Sressin a da, + J F(a%')sin den 
0 


mit einer positiven -Komponente zurückgeworfen werden. Die 
Berechnung dieser Integrale wird ermöglicht, wenn man statt 
der Richtung «,’ der Moleküle nach dem Zusammenstoß den 
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Winkel g als neue Variable einführt, den die Zentrilinie im 
Augenblicke des Zusammenstoßes mit der Geschwindigkeits- 
richtung der Moleküle vor dem Zusammenstoß bildet. Aus 
den Stoßgesetzen (3) folgt 


,_ 2Msingpcosgp 
(8) 1—2 M cos? 
* 
worin M = _. zu setzen ist. 


m + m* 
Drückt man 9 durch «, 


aus, so gilt: 


1 ‚ 
co®?y= + (M— 1) cos’ a, 


— cos a,’ 1)? cos?) + 2M—1 


Die Moleküle, die nach dem Stoß unter einem Winkel a,’ 
gegen die alte Geschwindigkeitsrichtung fliegen, müssen in 
einer durch (9) gegebenen Breite auf das Wandmolekül auf. 
gefallen sein. In einer Breite zwischen » und 9 + d@ fallen 
nun von den n, Molekülen n,-2sin pcos md@p auf. 

Es wird somit nach (7) 

$1 2/2 + a) Yelay = 2/2 — a) 


fi P2 
0 0 


Nun ist nach (9) 


= {1+ sin? «+2 M- 1], 


608° 4, = {1 +(M—I)sin* «+ sine (M— 1 sin? «+2 M-1]. 
Somit wird 

1 
(10) Na’ = [1 -zu|!+ (M- 1) sin? |} 


Es ist demnach die Fläche, die jedes Wandmolekül dem 
in der Richtung « ankommenden Molekülschwarm zum Rück- 
stoB mit positiver &-Komponente darbietet, in ihrer Projektion: 


(11) 
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In der Flächeneinheit des Gitters liegen nun N* Mole- 
küle, die Flächeneinheit bietet also für einen Rückstoß mit 
positiver &-Komponente eine Fläche N*. F(a) dar; die Ein- 
heit selbst erscheint den unter einem Winkel a gegen die 
£-Achse ankommenden Molekülen gleich 1-cos «. Es ist 
demnach 

N*+ F(e) 
nm 
cos a 
Das gilt jedoch nicht für jedes & von 0 bis a/2, sondern nur 
so lange, als nicht die jedem Molekül benachbarten Moleküle 
einen Teil der Fläche beschatten. Von einem gewissen Winkel 
w=, ab tritt eine Schattenwirkung der Nachbarmoleküle 
in die Erscheinung, die bei wachsendem & zunimmt. Eine 
kleine geometrische Überlegung zeigt, daß man vom Winkel 
w = arcos(o + o*/2a) den Schatten S(#) in F(a) in Rechnung 
zu setzen hat, und zwar ist 


(12) S(a) = (" — sin 6) 


wenn cos ö = (2a/o + o*) cos « ist. 

Das gilt zunächst nur für die Haupt- und Diagonalrich- 
tungen des Gitters. Für die Hauptrichtungen ist a = N*-',, für 
die Diagonalrichtungen gleich N*-'..Y2. Wir begehen jedoch 
nur eine für die Praxis bedeutungslose Vernachlässigung, wenn 
wir mit einer in allen Richtungen gleichen, durch die Formel 
(12) gegebenen Schattenwirkung rechnen. Schließlich haben wir 
es hierbei ja auch nur mit einer Mittelwertbildung zu tun, für 
die weniger die genauen und speziellen Richtungen der be- 
nachbarten Wandmoleküle in Frage kommen, als vielmehr 
die von Molekülen freien und besetzten Gebiete der Oberfläche. 

Vorausgesetzt, daß die auf das Raumgitter anfliegenden 
Gasmoleküle gleichmäßig auf alle Richtungen der Halbkugel 
verteilt sind, ist 

Ng =n-sinede, 


wenn n die Gesamtzahl der auf die Wand zufliegenden Mole- 
küle ist. Es wird somit 


cos 


n= n-{ 2 in + [mo sin da} 
0 a, 
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Setzt man hierin die für F(a) und $(«) gefundenen Werte 
ein, so liefert die Auswertung der Integrale 


und es ist demnach nach (6) 


Nunmehr sind wir in der Lage, den Temperatursprung 
direkt zu bestimmen. Nach den Vorstellungen, die wir uns 
von dem festen Körper machten und den Annahmen, die wir 
zur Vereinfachung der Rechnung einführten, haben wir in die 
Nähe der Wand drei verschiedene Molekülgruppen mit drei 
verschiedenen mittleren Geschwindigkeiten zu unterscheiden. 
Die eine bewegt sich auf das Gitter zu, während die beiden 
anderen sich von ihm entfernen; und zwar haben alle 
Moleküle der einen dieser beiden letzteren Gruppen un- 
endlich viele Zusammenstöße mit den Molekülen des festen 
Körpers erfahren, alle Moleküle der anderen dagegen nur einen. 

Der sich auf die feste Wand hinbewegende Molekül. 
schwarm hat in einiger Entfernung von ihr eine Geschwindig- 
keitsverteilung F(£,n,&,2,%, z), wie sie sich in der von Hilbert!) 
streng begründeten, auf den Stoßgesetzen fußenden Gastheorie 
ergibt. Die dort aufgestellte Integralgleichung hat in zweiter 
Näherung, wenn man das Gas als ruhend, d. hh. w= v=w =0 
voraussetzt, die Lösung: 


2 P,) 


+ 
worin p,...p, die inneren Impulskomponenten, U = a, p,' 
+ @,p,"+...«,p,” ihre kinetische Energie, A die mittlere 
freie Weglinge, 4 das mittlere Geschwindigkeitsquadrat und ® 
eine in & ungerade Funktion der Geschwindigkeiten und 
inneren Impulse bedeutet. Die Konstanten sind durch die 


1) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen, Kap. XXII. 
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Zahl N der in der Raumeinheit enthaltenen Moleküle und 
das mittlere Geschwindigkeitsquadrat A bestimmt. Es ist: 


V 
| h m"? (2jn)) 


(15) 
3 
Zwischen der absoluten Temperatur 7 und dem A be- 
steht die Beziehung: 


(16) T= 
wenn k die universelle Plancksche Konstante, R die Gas- 
konstante und M das Molekulargewicht ist. 

Die durch die obigen Formeln charakterisierte Geschwin- 
digkeitsverteilung gilt streng nur für das Innere des Gases in 
hinreichender Entfernung von den Grenzwänden. In unmittel- 
barer Nähe der Wände kann die Verteilungsfunktion keine 
volle Gültigkeit mehr haben, da die sich von ihr fortbewegenden 
Moleküle ihre letzten Zusammenstöße nicht mit gleichartigen 
Molekülen erlitten haben, wie das die Ableitung der obigen 
Verteilungsfunktion verlangt. Es werden also in erster Linie 
die von der Wand fortfliegenden (£ < 0) Moleküle dem obigen | 
Gesetz nicht gehorchen, und erst in zweiter Linie wird auch 
die Geschwindigkeitsverteilung der auf die Wand zufliegenden 
Moleküle durch Zusammenstöße mit jenen eine Änderung er- 
fahren. Diese Modifikation zweiter Ordnung soll unberück- 
sichtigt bleiben, und es soll für die an die Wand heran- 
fliegenden Moleküle die Verteilungsfunktion, wie sie im Innern 
gilt, als bis in die unmittelbare Nähe der Wand bestehend 
angesehen werden. 

Die Geschwindigkeitsverteilung der von dem festen Körper 
fortfliegenden Moleküle ist eine ganz andere. Wir haben hier 
zwei Gruppen zu unterscheiden. Die Moleküle, die unendlich 
viele Zusammenstöße mit Molekülen des festen Körpers er- 
fahren haben, besitzen eine Maxwellsche Geschwindigkeits- 
verteilung mit einer der Temperatur der Wand entsprechenden 
mittleren Geschwindigkeit. Die einmal mit einem Wand- 
molekül zusammengestoßenen Moleküle besitzen ebenfalls noch 
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in höherer als erster Näherung eine Maxwellsche Geschwin- 
digkeitsverteilung, da ihr letzter Zusammenstoß mit Molekülen 
erfolgte, die eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung be- 
saßen. Die Verteilungsfunktionen der beiden von der Wand 
fortwandernden Gruppen lauten also: 


att 
(17) F* (&, 1, 5p, +++ P,) = A*-e ? + P+ 0) + 1, 


F' (§, 1,6, = 


worin die Konstanten 4*, 4’, B*, B’ wiederum wie oben durch 
die Anzahl der zu der betreffenden Gruppe gehörigen Mole. 
küle in der Raumeinheit, N’ und Qt’, und durch das mittlere 
Geschwindigkeitsquadrat, h* und A’, gegeben sind. 

Da die mittlere kinetische Energie der Moleküle & = (m/2)h 
ist, so folgt aus dem früher für e gefundenen Ergebnis (4') 


(18) 


BY E + 
? 


m? + m*? 
(m + m*)? 

Der Temperatursprung ist 7*— 7, wenn wir mit 7* die 
Temperatur der Wand und mit 7 die Temperatur des Gases 
in unmittelbarer Nähe der Wand bezeichnen. Durch A, h*, i’ 
und N,N*, W ausgedrückt ist nach (16) 


worin & = ist. 


und 


3k N+ + N’ 


Setzt man 9+ MN*+ MN’ = N und benutzt die Be 
ziehung (18), so wird 


(19’) I* —T = + — 


Es handelt sich also jetzt nur noch darum, Jt, 2’ und h 
durch bekannte Größen auszudrücken. Das gelingt, wenn man 
für das Gas die beiden Voraussetzungen macht: 

I. Das Gas ruht. 

I. Es befindet sich in einem stationären thermischen 

Zustande. 
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Die Bedingung I verlangt, daB in der Zeiteinheit genau 
so viele Moleküle von links nach rechts wie in umgekehrter 
Richtung wandern. D.h., es muß 


&<0 


sein. Für das Innere des Gases außerhalb des Wirkungs- 
bereiches der Wand muß 


Ss: Fas...ap,=0 
sein. Das geht aber nur, wenn 


§-Odg...dp, = 0 ist. 
—co<&< +00 


Da nun &- ® eine in £ gerade Funktion ist, so folgt auch 
[§-dg...dp, =0 


&<0 
und es geht die Bedingung I über in 


Nun hatten wir früher gefunden, daß von allen auf den 
festen Körper auffliegenden Molekülen der Bruchteil » nach 
einmaligem Zusammenstoß mit einem Wandmolekül zurück- 
fliegt, während der Bruchteil 1—» erst nach häufigen Zu- 
sammenstößen den freien Gasraum wiederfindet. Demgemäß 
zerfällt (20) in 

N. he 
(20) 
Die Bedingung II verlangt, daß die Energiemenge, die in 
der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit irgend einer Iso- 
thermenebene befördert wird, unabhängig vom Abstande jener 
Isothermenebene von den Platten ist, d. h. es muß 


Se FE+P dg... dp, 


&<0 


&>0 


F@+ Fab...dp, 


+00 
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sein. Die rechte Seite ist aber nun nichts anderes als die 
Wärmeleitfähigkeit des Gases 

Ox 8k° Oa’ 

wobei x den Koeffizienten der Wärmeleitfähigkeit bedeutet, 
Das Integral, über das erste Glied der rechten Seite erstreckt, 
verschwindet, da jenes Glied eine symmetrische Funktion in £ 
ist. Es ist demnach 


+00 
und da der Integrand in & gerade ist, so folgt 
Berücksichtigt man das, so wird die Bedingung II 


Führt man hierin die Bedingung I ein, so liefern beide 
Bedingungen zusammen 


1, ’ Vea x oh 
und nach (20') 
1 Oh 


Setzen wir jetzt den sich hieraus für 4* — h ergebenden Wert 
in den früher für den Temperatursprung 7* — 7 gefundenen 
Ausdruck (19’) ein, so wird 


wenn 1N+a-N 1 n 
N nya 
gesetzt wird. 

Nun ist nach (20) M/N=vyh/h und da die A pro 
portional den absoluten Temperaturen der betreffenden Mole 
külgruppen, A/h’, somit praktisch gleich 1 ist, so ist 
N’/N =v und 


1 l+tav Von x 
Ni-av(n+4)kVh_ 
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Führt man an Stelle von N, %, den Druck y=4Nm4 und 7 
ein, so folgt: 


)/MT iter, 


darin ist x die Zahl der inneren Freiheitsgrade, M das Mole- 
kulargewicht, % die Gaskonstante, p der Druck, 7 die ab- 
solute Temperatur, x der Wärmgleitungskoeffizient und 
m? + m*? (a + 0*\?( m*— m 4a 
-( 2 m* + In 

Die Theorie lehrt, daß der Temperatursprung 7* — T 
direkt proportional dem Temperaturgradienten und umgekehrt 
proportional dem Druck ist. Beides hat auch die Erfahrung 
gezeigt. Weiter aber sehen wir, und das ist fir die Beur- 
teilung der v. Smoluchowskischen Theorie von Wichtigkeit, 
daß der Temperatursprung eine Funktion des Produktes « - v 
ist. Es ist somit verständlich, daß von Smoluchowski mit 
Hilfe seiner Annahmen, in denen nur eine unbestimmte Kon- 
stante auftritt, qualitativ richtige Resultate bekommen konnte. 

Abgesehen von dem Abstande a der Wandmoleküle von- 
einander sind alle in der für den Temperatursprung gefundenen 
Formel auftretenden Größen bekannt. Bestimmt man jenes a 
aus einer Messung, so kann man mit Hilfe des gefundenen 
Ausdruckes (22) den Temperatursprung an der betreffenden 
Wand für alle Gase berechnen. 

Das ist für die von Lasareff!) benutzten Gase geschehen. 
Aus der Wasserstoffmessung Lasareffs ist das a bestimmt, 
und es ist dann der Temperatursprung für Luft und Kohlen- 
säure berechnet. In der Tab. I sind die Zahlenwerte der in 
(22) vorkommenden Größen angegeben, und in Tab. II sind die 
für yp berechneten und beobachteten Werte aufgeführt. 


Tabelle I. 

| o+10%cem | M #+10° cal | ay; Vyi | n 
| 

Wasserstoff. . | 3,06 2 | 35 094 | 0,84 2 
ON ii ca 1,57 28,89 5,5 0,56 | 0,44 | 2 
Kohlensiiure . 162 {44 | 4 | 0,52 | 0,41 4 


1) P. Lasareff, Ann. d. Phys. 37. 1912. 
Annalen der Physik. IV.Folge, 44, 11 


Nickel . . . | 1,44 | 58,7 | a=4:10-3cm 
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Tabelle II. | 


y p ber. y beob. (Lasareff) 


Wasserstoff ... . (14 « 107°) 13,0 bis 14,5 + 1075 
1,45 1075 1,34 bis 1,96 - 1075 
Kohlensäure . . . . 1,02 - 1075 0,80 bis 1,22 - 1075 


Der Druck p ist in Atmosphären gemessen, y in Zentimeter. 


Die Tabelle zeigt eine vollkommene Übereinstimmung 
zwischen den berechneten und beobachteten Zahlen. Der 
mittlere Abstand a der in der Oberfläche des festen Körpers 
wirkenden Moleküle berechnet sich zu 4 - 10° cm. Bestimmt 
man den Abstand der Raumgitterpunkte des Nickels aus dem 
spezifischen Gewicht und dem Molekulargewicht, so findet man 
a, = 2,2-107® cm, eine Zahl, die der Größenordnung nach 
mit dem oben gefundenen a übereinstimmt, dem Betrage nach 
aber kleiner ist. Das war auch nicht anders zu erwarten. 
Ist es doch sehr wesentlich, in welcher Ebene man das Raum- 
gitter schneidet. Abgesehen davon lassen alle Unvollkommen- 
heiten der Oberfläche den Abstand der Wandmoleküle stets 
größer erscheinen, als er im idealen Falle des kubischen 
Raumgitters sein würde. 

Es mag noch bemerkt werden, daß sich die Rechnung 
auch ohne die vereinfachende Annahme p. 152 und in gleicher 
Weise vollständig durchführen ließ. Es ist das jedoch wegen 
der größeren Übersichtlichkeit im vorangehenden nicht ge- 
schehen. Das Resultat ändert sich nur insoweit, als an Stelle 
des Produktes der Ausdruck a" zu stehen 
kommt. Es hat dies indessen weniger praktisches als prinzi- 
pielles Interesse. Für die Praxis kommt man ohne derartige 
Näherungsannahme, wie sie oben gemacht ist, nicht aus. 


II. Die Gleitung. 


Ganz ähnlich wie beim Temperatursprung liegen die Ver- 
hältnisse bei der Gleitung eines verdünnten Gases an einer 
festen Wand. Auch die Gleitung hat ihren Grund in dem 
Verhalten der von dem festen Körper fortfliegenden Moleküle. 
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Wir müssen uns also zunächst wieder Klarheit verschaffen 
über die Vorgänge an der Wand, insbesondere über den 
zwischen den Gas- und Wandmolekülen stattfindenden Aus- 
tausch der sichtbaren Geschwindigkeit. Es kommt darauf an 
zu erfahren, welche sichtbare Geschwindigkeit die einmal, 
zweimal und allgemein die n-mal mit einem Wandmolekül 
zusammengerannten Gasmoleküle besitzen. Das gelingt mit Hilfe 
der Stoßgesetze in ganz entsprechender Weise, wie wir früher 
die mittlere kinetische Energie der einmal, zweimal und n-mal 
angestoBenen Gasmoleküle berechneten. Bezeichnen wir die 
sichtbare Geschwindigkeit der auffliegenden Gasmoleküle mit v, 
die Geschwindigkeit der Wand mit v*, so wird die sichtbare 
Geschwindigkeit der einmal mit einem Wandmolekül zusammen- 
gerannten Moleküle nach dem Stoß 


und allgemein 


m . 
(2) wenn a’ = ——— gesetzt wird. 
m + m 


Diese Ausdrücke haben äußerlich eine große Ähnlichkeit mit 
den für den Energieaustausch gefundenen. Sie besitzen jedoch 
insofern eine wesentliche innere Verschiedenheit von jenen, 
als sich die Funktion «’(m/m*) ganz anders verhält wie die 
früher auftretende, «(m/m*). Während nämlich «’ mit wach- 
sendem m/m* wächst, ist « eine bei wachsendem m/m* fallende 
Funktion. 

Bezeichnen wir die Zahl der nach einmaligem Anstoß 
ins Gas zurückgeworfenen Moleküle mit n’ und allgemein die 
Zahl der n-mal angestoßenen Moleküle mit n®, so folgt in 
derselben Weise wie oben für die sichtbare Geschwindigkeit 
aller von der Wand fortfliegenden Moleküle 


(n) 
v*) + v*. 


zn) 
Wir sehen also, auch die von Kundt und Warburg zur Be- 
handlung der Gleitung gemachte Annahme ergibt sich als 
eine Folge unseres Wandmodelles. Die dort auftretende Kon- 
stante hat eine Bedeutung bekommen. 
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Die Gleitung des Gases an der Wand ist v»* — 5, wenn 
ö die sichtbare Geschwindigkeit des Gases in unmittelbarer 
Nähe der Wand ist. © ist das Mittel aus den sichtbaren Ge. 
schwindigkeiten der auf die Wand zufliegenden und der sich 
von ihr entfernenden Moleküle. Für die von dem Raumsgitter, 
als das wir uns die Wand ja vorstellten, zurückgeworfenen 
Moleküle machen wir wieder zur Ermöglichung der Rechnung 
die Annahme, daß alle Moleküle, die bei ihrem Zusammen- 
stoB mit einem Molekül des obersten Flächengitters eine posi- 
tive &-Komponente bekommen, nur einmal angestoßen sind, 
daß alle anderen Moleküle aber unendlich viele Zusammen- 
stéBe mit Molekülen des festen Körpers erfahren haben, ehe 
sie in den freien Gasraum zurückkehren. Wir hatten früher 
bereits gefunden, daß von n auffallenden Molekülen »-n in 
die Gruppe der einmal, (1 — »)n aber in die Gruppe der un- 
endlich oft angestoBenen Moleküle geworfen werden, wobei » 
eine Funktion von m, m* und a war (vgl. I, 18). Wir haben 
wie oben wieder drei Molekülgruppen in unmittelbarer Nähe 
der Wand zu unterscheiden. Ihre Geschwindigkeitsverteilungs- 
funktionen sind 


A-e 


= A*-e 


3 


Die erste Verteilungsfunktion ist die der auf die Wand zu 
fliegenden Moleküle, die beiden anderen die der sich ent 
fernenden Moleküle. Die Konstanten A, A*, 4’ und B sind 
wie früher gegeben durch die Anzahlen N, N*, MN’ der in der 
Raumeinheit zu jeder Gruppe gehörigen Moleküle und durch 
das für alle Gruppen gleiche mittlere Geschwindigkeitsquadrat h. 
®(&,n,&P,:--p,) ist wiederum eine in £ ungerade Funktion. 

Die sichtbare Geschwindigkeit des Gases in der Nähe 
der Wand ist 
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NM + N’ 

also die Gleichung 

(4) + Mot No Mv). 


Nun ist, da thermisches Gleichgewicht vorausgesetzt wurde, 
nach I (20’) 


und somit 


N 
1 


—v= 


M — v) 
6) 


q(l + 

Es handelt sich jetzt nur darum, die sichtbare Geschwin- 
digkeit v der auf den festen Körper zufliegenden Moleküle 
durch bekannte Größen auszudrücken. 

Die Bedingung des stationären Zustandes verlangt, daß 
die in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit jeder Ebene 
z= const. hindurchwandernde Bewegungsgröße konstant ist. 
In Zeichen heißt das: 


mnras...dp, + [&-m- + F)dg...dp, 

&>0 as 
= 

—00< F< +00 
wenn u der „Reibungskoeffizient“ ist. Führt man die Inte- 

gration aus, so erhält man 

he ‚ 
oR + + \=-45 
und das ist nach (1) 

(6) m-(1 — — 
2a 


Setzt man hieraus v* — v in den für die Gleitung v* — 5 ge- 
fundenen Ausdruck (5) ein, so wird 
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05 


V?n 
NYkmTı-o«v2 


(7) 
p 1—a’yv2 


ist. Darin bedeutet p den Druck, 7 die absolute Temperatur, 
M das Molekulargewicht, R die Gaskonstante, u den Koeff. 
zienten der inneren Reibung, und es ist 
, m o — o*\2(m*—m 4a 
2 ) 2m* +1 

Dieses Resultat zeigt eine große Ähnlichkeit mit dem für 
den Temperatursprung gefundenen Ergebnis. Wie der Tenm- 
peratursprung, so ist auch die Gleitung direkt proportional 
dem Temperaturgefälle, aber umgekehrt proportional dem Druck, 
ein Gesetz, das die Erfahrung bestätigt hat. Der wesentliche 
qualitative Unterschied zwischen der Größe des Temperatur- 
sprunges und der Gleitung liegt in den Faktoren 1+«v/1-ar 
und 1+«’v/1 —«’» und insbesondere in « und «’. Wie 
bereits erwähnt, zeigen « und «’ Veränderungen von m/m' 
gegenüber ein ganz verschiedenes Verhalten. Während « nur 
Werte zwischen 1 und ?!/, annimmt, liegt a’ stets zwischen 0 
und '/,, und wenn @ wächst, fällt «’. Beide Funktionen 
nehmen für m = m* den Wert !/, an. 

Die Ansicht Smoluchowskis, daß die in seiner Annahme 
für die von der Wand zurückgeworfenen Moleküle auftretende 
Konstante $ bzw. f identisch sein müsse mit der in dem ent 
sprechenden Gleitungsansatz auftretenden, steht also mit un 
seren Resultaten im schärfsten Widerspruch; und zwar ist sie 
um so unrichtiger, je kleiner m/m* ist, oder anders aus 
gedrückt, je mehr das Molekulargewicht des Gases von dem 
des festen Körpers abweicht. 

Es wird damit auch verständlich, daß die Beziehung 
ö/y = 8/15, die die Smoluchowskische Ansicht als richtig 
voraussetzt, sich für Wasserstoff als durchaus unrichtig er 
wiesen hat, während sie für Luft und Kohlensäure an einer 
Nickelwand innerhalb der Beobachtungsfehler Gültigkeit hatte 
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Sehen wir also zu, ob die obige Theorie imstande ist, die 
von Timiriazeff!) beobachteten Zahlenwerte der Gleitung zu 
erklären! Timiriazeff untersucht die Gleitung von Wasser- 
stoff, Luft und Kohlensäure an einer Nickelwand und ver- 
gleicht seine Resultate mit den für dieselben Gase an derselben 
Wand ausgeführten Temperatursprungmessungen Lasareffs. 
Nehmen wir an, daß die Nickelwand Timiriazeffs ebenso be- 
schaffen war, wie die Lasareffs, und benutzen wir demgemäß 
die oben für die drei Gase gefundenen », so ergeben sich die 
in der Tabelle angegebenen Zahlen fiir ö - p. 


us 10 ber. | dp 
| 
| 
| 


Wasserstoff. . . 09 1,3 + 107 | 1,1 bis 1,4. 10-5 
1,8 0,9-10-5 | 0,8 bis 1,1. 107 


Kohlensäure . . 1,5 0,6 + 1075 | 0,5 bis 0,6 - 10° 


Der Druck ist in Atmosphären gemessen, ö in em, « in C.G.S-Einheiten. 


Man sieht, es besteht für alle Gase, auch für Wasser- 
stoff eine vollkommene Übereinstimmung zwischen der Theorie 
und der Erfahrung. Man darf daraus schließen, daß auch das 
Wasserstoffexperiment Timiriazeffs, das Timiriazeff selbst 
verwerfen zu müssen glaubt, weil es mit der alten Theorie im 
Widerspruch steht, durchaus einwandfrei ist. 

Wie steht es nun mit dem Verhältnis ö/y, das nach der 
alten Theorie gleich 8/15 sein sollte? Aus (7) und (I, 22) folgt 


l+a’rv 
1-av 
l-ayv 


Es leuchtet ohne weiteres ein, eine derartig einfache Be- 
ziehung zwischen dem Temperatursprung und der Gleitung, 
wie sie die alte Theorie vermutet, besteht nicht. 


Das Verhältnis ö/y hat nach unserer Theorie für Luft, 
Kohlensäure und Wasserstoff an einer Nickelwand die Werte 
= 
13’ 13’ 80’ 
wie die Erfahrung auch bestätigt hat. 


1) A. Timiriazeff, Ann. d. Phys. 40. 1913. Die Werte von ö-p 
werden von je zwei Messungen der Größe @ geliefert. 
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Ill. Molekulare Wärmeleitung in stark verdünnten Gasen, 


Zur theoretischen Behandlung des Temperatursprunges 
und der Gleitung hatten wir nur einen solchen Verdünnung» 
grad für das Gas zugelassen, daß noch von einer Geschwin- 
digkeitsverteilungsfunktion der Moleküle im Innern de 
Gases geredet werden konnte Das ist nicht mehr der 
Fall bei sehr starken Verdünnungen, wenn nämlich die Zu 
sammenstöße der Moleküle untereinander gegenüber den Zu- 
sammenstößen mit Molekülen des festen Körpers vernachlässigt 
werden können. In diesem Falle ist der Temperaturverlauf 
von der einen zur anderen Wand gänzlich unstetig, im Innern 
des Gases herrscht überall die gleiche Temperatur und von 
eine Geschwindigkeitsverteilungsfunktion im früheren Sinne 
kann keine Rede sein. 

Knudsen!) nimmt zur Berechnung der molekularen 
Wärmeleitung in stark verdünnten Gasen für die in jeder der 
beiden Richtungen von Platte zu Platte sich bewegenden 
Moleküle eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung an. 
Das ist jedoch bei der Vorstellung, die wir uns von dem festen 
Körper gebildet haben, nicht angängig, auch nicht einmal als 
Näherung. Wir haben vielmehr in jeder der beiden Rich- 
tungen unendlich viele Molekülgruppen mit lauter verschiedenen 
mittleren Geschwindigkeiten zu unterscheiden. Die Geschwin- 
digkeitsverteilung jeder einzelnen dieser Gruppen werden wir 
als eine Maxwellsche erkennen. 

Betrachten wir alle in der Richtung von Platte I nach 
Platte II fliegenden Moleküle! Ein Teil kommt aus dem Innern 
der Wand I oder hat wenigstens soviele Zusammenstöße mit 
Molekülen jener Wand erfahren, daß er eine der Temperatur 
von I entsprechende mittlere Geschwindigkeit besitzt und eine 
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung aufweist. Der Rest 
hat nur einen Zusammenstoß mit einem Molekül der Wand] 
erlitten. Ein gewisser Bruchteil dieses Restes hatte vor dem 
Auffliegen auf die Wand I eine der Temperatur der Wand Il 
entsprechende mittlere Geschwindigkeit mit Maxwellscher 
Verteilung, da er aus dem Innern von II kam. Nach ein- 
maligem Zusammenstoß mit einem Molekül von I haben diese 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 34. 1911. 
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Moleküle demnach eine mittlere kinetische Energie, wie sie 
aus (18) von Abschnitt I folgt. Durch die gleiche Überlegung 
können wir so die mittleren Geschwindigkeitsquadrate aller 
von I nach II und in umgekehrter Richtung wandernden Gas- 
molekülgruppen bestimmen. Bezeichnen wir die mittleren Ge- 
schwindigkeitsquadrate der von I fortfliegenden Gruppen mit 
hy und die der von II fortfliegenden mit A,,, hyo, .. 
80 liefert die obige Überlegung: 


hy = 
hy, = hy — @ (hy — hy), 
(1) hs = hy a (hy hy) a? (hy hy), 


n—1 
h,, = 41 — hy) (— a) (hy — An), 
und entsprechend 
hy ’ 


i-1 


hy, = hu + (fax — 


Darin ist 
m? + m*? 
= (m +m*P’ 


3k 3k 
— 2 = — Tu. 


Jede einzelne Molekülgruppe hat eine Geschwindigkeits- 
verteilung 
worin die Konstanten 4,, = B,, wieder wie früher bestimmt 
sind durch die Zahlen der zu den einzelnen Gruppen ge- 
hörenden Moleküle in der Raumeinheit N;,, und den mittleren 

Geschwindigkeitsquadraten h,,,. 
Die in der Zeiteinheit pro Flächeneinheit von der einen 
Platte auf die andere übertragene Energiemenge ‘ist 


B= [e-F@+ 7+ + )ds...dp, 
E<0 


+ + Fat )dE...dp 


&>0 
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Die Auswertung der Integrale liefert 


(2) 37: V2 -{(%, hi Seg Nie hy + +++) 
— (Ray + May +...) 
Die Bedingung fir die Ruhe des Gases lautet: 
fe +..)d8...dp 


= 


&>0 


n 


und das wird 
(3) AG + + - No, + 

Bedenkt man nun, daß von allen auf die Wand I zufliegenden 
Molekülen der Bruchteil 1—» unendlich viele Zusammenstöße 
an der Wand erfährt, daß ferner von dem Rest » wiederum 
der Bruchteil 1—» unendlich viele Zusammenstöße an der 
Wand II erfahren hatte, ehe er auf I zuflog, usw., so er- 
kennt man, daß sich die Bedingung (3) in die n-Bedingungen 
spalten läßt 
NN (M,, + Ae + ...), 

N, Aig = v(1— Meg + 


(8) 
oder entsprechend 


Führe ich diese Gleichungen in (2) ein, so folgt: 
(hg, + + + 
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Nun ist nach (1) 


hy, + thet+vh,+...= + (Ay — hy) _ an} 


und entsprechend 
h i] 2 1 av 
da ferner nach (3) 


Ne hy + Nog hir i+ Me his + 


ist, so wird 


hy — hn) — + (on — Ar) 


Die Bedeutung des Klammerausdruckes N, hi? + 433 + 
erkennt man, wenn man schreibt 
N, Ny + Mis Ing 
hy, he 
hag! hat 
Zwischen dem Druck p und m, N, h besteht bekanntlich die 
Beziehung p=4mXNh; es ist also V-h=3/m-p und damit 
11 “11 12 m { } 
Berücksichtigen wir schließlich, daß wir für die Praxis 
die Unterschiede der h;, gegenüber den absoluten Beträgen 
als klein voraussetzen dürfen (die A sind proportional den 
absoluten Temperaturen der einzelnen Gruppen) und setzen 
wir dementsprechend als Näherung h,, = h,, =...= h = SAT, 
wenn wir mit 7 die Bern = Gases bezeichnen, so ist 


hit his + Pig 


11 a 


m(2+ 2) 
2 | 2 n | 
er 
r- 
n | 
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Nun ist der Druck eines Gases p gleich der Summe der Partial. 
drucke. Es ist also 

Benutzt man das und ersetzt man noch die Plancksche Kon. 
stante k durch ihren Wert m- R/M, so ergibt sich schließlich 
für die in der Zeiteinheit pro Flächeneinheit zwischen den 
beiden Platten übergeführte Energiemenge 


» 1-av n+4 R 
4 Em —— —- p- (7, — 
(4) lt+av 2Y2nV MT P+ (di 1) 


Knudsen hat für die molekulare Wärmeleitung zwischen 
zwei festen Wänden Messungen angestellt. Er beobachtet 
jedoch nicht die übergeführte Wärmemenge Z, sondern 
AE/ApAT. Er nennt diese Größe das „scheinbare mole- 
kulare Wirmeleitungsvermégen“ ¢,,. Nach Formel (4) ist 

l-avn+4 R 
©) 
Das wahre molekulare Wärmeleitungsvermögen « im Knud- 
senschen Sinne bekommt man, wenn man „absolut rauhe“ 
Wände benutzt, das sind Wände, die alle auffliegenden Mole- 
küle mit einer ihrer eigenen Temperatur entsprechenden 
mittleren Geschwindigkeit zurückwerfen. Für solche Wände 
ist nach unserer Auffassung » = 0, und es wird 


(6) 
2Y2nV MT 
Diese Formel liefert bei 7 = 273° 
für Wasserstoff . . . . e = 11,1 - 10% eal, 
für Sauerstoff . . . . = 2,18 10° cal, 
für Kohlensiiure . . . 8 = 3,15 107% cal. 


Für Wasserstoff hat Knudsen das & durch direkte 
Messungen bestimmt und genau die obige Zahl 11,1.107® cal 
erhalten. Für Sauerstoff und Kohlensäure hat Knudsen keine 
direkten Messungen angestellt; seine Beobachtungen unter Be- 
nutzung stark platinierter Wände (vgl. Tab. III) lassen aber 
erkennen, daß die sich aus der Theorie ergebenden Zahlen- 
werte mit großer Annäherung richtig sein müssen. 

Die „scheinbare‘“‘ molekulare Wärmeleitfähigkeit &,, des 
Gases zwischen zwei konzentrischen Zylindern beobachtet 
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Knudsen bei drei verschiedenartigen Wänden; einmal benutzt 
er „blankes“ Platin, ein zweites Mal „schwach platiniertes“ 
Platin und ein drittes Mal „stark platiniertes“ Platin. Je nach 
der Stärke der Platinierung ist der Abstand a der Wand- 
moleküle in der Oberfläche mehr oder weniger groß. Unter 
Benutzung der bekannten Werte von m, m*, o und o* ist das 
a für jede der Wände aus einer Messung ermittelt, und es ist 
dann die scheinbare Wärmeleitfähigkeit für die beiden anderen 
von Knudsen benutzten Gase aus (5) berechnet. 


Tabelle I. 


&, „ beob. (Knudsen) 


&, ber. | 


Wasserstoff . 


Sauerstoff 
Kohlensäure 


(3,4 107% eal) 
2,0 + 10° 
2,3 + 10° 


Tabelle II. 


2,2 - 


3,4 + cal 
2,5 + 10° 


ber. 


é, p beob. (Knudsen) 


Wasserstoff . 
Sauerstoff 
Kohlensäure 


| 


| 


(5,1 10” cal) 
2,4 + 1078 
2,6 10-8 


Tabelle III. 


5,1 + 108 cal 
2,5 + 1078 
2,7 - 10° 


Wasserstoff . . 


Sauerstoff 


&, 7 beob. (Knudsen) 


(6,2 + 10° cal) 


2,4 + 107° 


6,2 + 10% eal 
2,5 - 1078 


Kohlensäure > 2,8 107° 


Zur Berechnung von &,z ist das Verfahren zugrunde ge- 
legt, das Knudsen zur Berechnung seines Akkommodations- 
koeffizienten in erster Näherung benutzt &,z = (1—«»)e. Die Vor- 
aussetzungen, die Knudsen zur zweiten Näherungsberechnung 
des Akkommodationskoeftizienten macht, entsprechen nicht den 
Resultaten der obigen Theorie. Knudsen schließt nämlich, 
weil der Akkommodationskoeffizient von Wasserstoff gegenüber 
Platin und Glas gleich ist, könne man diese Gleichheit auch 
für Sauerstoff und Kohlensäure einer Platin- und Glaswand 
gegenüber annehmen. Das ist jedoch schon wegen des großen 
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Unterschiedes in den Molekulargewichten von Platin und ge 
wöhnlichem Glas sehr unwahrscheinlich. Bei Wasserstoff kann 
dieser Umstand wegen seines außerordentlich geringen Mole. 
kulargewichtes praktisch in Wegfall kommen, bei Sauerstoff 
und Kohlensäure aber sicher nicht. Da Knudsen die Art 
des Glases, das er verwendet, nicht angibt, konnte hier die 
Umrechnung nicht durchgeführt werden. 


IV. Innere Reibung in stark verdünnten Gasen. 


In derselben Weise, wie die Wärmeleitung in stark ver- 
dünnten Gasen behandelt wurde, läßt sich auch die innere 
Reibung theoretisch erledigen. Die Verdünnung des Gases 
soll wiederum so weit getrieben sein, daß die Zusammenstöße 
der Gasmoleküle untereinander gegenüber den Zusammen- 
stößen mit Molekülen der festen Wände vernachlässigt werden 
können. Wir haben dann wieder wie in III mit unendlich 
viele Molekülgruppen in jeder der beiden Richtungen von Platte 
zu Platte zu rechnen. 

Die innere Reibung ist definiert als die in der Zeiteinheit 
pro Flächeneinheit von der einen auf die andere Platte über- 
tragene Bewegungsgröße. Diese ist, wenn wir die Geschwin- 
digkeitsverteilungsfunktionen aller von der Platte I nach Platte II 
wandernden Molekiilgruppen bezüglich mit A,,, F,,... und 
die der sich in entgegengesetzter Richtung bewegenden Gruppen 
mit F,,, F,,,... bezeichnen 


| G = + 
E<0 


€>0 


(1) 


worin die Konstanten 4;, und B wie oben durch die Zahlen 
der zu jeder Gruppe gehörenden Moleküle in der Einheit, R;,, 
und durch die Temperatur gegeben sind. 

Ganz analoge Betrachtungen, wie sie unter III zur Be- 
stimmung der N;. und A;. angestellt wurden, liefern unter 


(2) 
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Verwertung der unter II gefundenen Resultate für die N;, 
und für die sichtbaren Geschwindigkeiten der einzelnen Mole- 
külgruppen, »;„, die Ausdrücke 


ik Nr 
1,1 (1—») | 
| N | 
1,2 v(1—») — — My) 
N 
| (1 — ») > — Oy) + — 


r 


N | 
N | 


— Oy — Oy) — (0, — My) 


| 
| 
| 
| 


Die Ausführung der Integration in (1) liefert 


h 
+ Poy + ++} 


Wegen (2) ist nun der erste Klammerausdruck 


N 
> N = — 1+ 


und der zweite 


Somit wird 


und wenn man schließlich noch statt N und A den Druck p 
und die Temperatur 7 einführt 


Pp I-dr aM 
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Darin ist p der Druck, 7 die Temperatur, M das Mole 
kulargewicht, R die Gaskonstante und 


m o + 0*\2{m*—m 4a 
2 ) 2m* + In(-**)}. 

Die gefundene Formel geht, wenn man a» durch die 
phänomenologische Konstante (I—f) von Smoluchowski er. 
setzt, in die auf anderem Wege gefundene alte Formel über, 
die Timiriazeff nachgeprüft und bestätigt gefunden hat. 

Was bereits für die Berechnung des Temperatursprunges 
bemerkt wurde, gilt in gleicher Weise für die Berechnung der 
Gleitung, der molekularen Wärmeleitung und inneren Reibung. 
Alle Rechnungen lassen sich auch ohne die vereinfachende 
Rechnungsannahme p. 152 durchführen. Es tritt dann nur in 


allen Resultaten an Stelle des Produktes &-» bzw. a’ +» der 
Ausdruck 


»(n) m, (n) 
> n®) 


Für die Praxis ist jedoch eine derartige Annahme, wie sie 
gemacht wurde, nötig, da es schwerlich gelingen dürfte, alle 
n) zu bestimmen. 


Zum Schluß sei mir gestattet, meinem hochverehrten 
Lehrer, Hrn. Geheimrat Hilbert, für die Anregung zu dieser 
Arbeit herzlich zu danken. 


Göttingen, Februar 1914. 


(Eingegangen 25. Februar 1914.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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Fig.3. Phasensprung bei 
ungerader Harmonischer. 


Fig. 6. Spannung am Lichtbogen B. 
(Effektkohlen.) 


Fig. 8. Charakteristik des 
Lichtbogens B. 


Zeit 
Fig.5. Spannung am Lichtbogen A. 
(Homogenkohlen.) 


Fig. 7. Charakteristik des Licht- 
bogens A. 


Fig. 9. Strom im Kondensatorkreis, 
R=0, Lichtbogen A, 3. Harm. 


H. Rukop u. J. Zenneck. 
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Annalen der Physik, IV. Folge, Band 44. Tafel Il. 


0 Js 
Fig. 10. Lampenstrom, R= 0. Fig. 11. Lichtbogen A, 
Lichtbogen A, 3. Harm. 3. Harm., R= 0. 


Fig. 13. 


Strom im Kondensatorkreis, 
Fig. 12. Spannung am Lichtbogen A Lichtbogen A, 3. Harm., 
bei 3. Harm., R =0. R=40 Ohm. 


Fig. 14. Lampenstrom, Lichtbogen A, Fig. 15. Lichtbogen A, 
3. Harm., R = 40 Ohm. 3. Harm., 2 = 40 Ohm. 


0 


Fig.16. Strom im Kondensatorkreis, Fig. 17. Lichtbogen A, 8. Harm., 
Lichtbogen A, 3. Harm., 2 =200 Ohm. R= 200 Ohm. 
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u. J. Zenneck. 


[6] 
0- PR: - / q 
3 
3 
a 
A 
N . j 
H 5 
| 


F 


: 0- 
S) 

: 0- 
_ 

S 

I- 
Fig 
kre 
0- 
Fig 
L 


Fig.18. Strom im Kondensator- 
kreis, Lichtbogen B, 3. Harm., 
R= 0. 


Fig. 20. Lichtbogen B, 3. Harm., 
R=0. 


— 
Fig. 22. Strom im Kondensator- 
kreis, Lichtbogen B, 3. Harm., 
R=40 Ohm. 


Fig.25. Strom im Kondensatorkreis, 
Lichtbogen A, 5. Harm., R=0. 


Tafel II. 


Fig. 19. Lampenstrom, Lichtbogen B, 
8. Harm., Rk = 0. 


Fig. 21. Spannung am Lichtbogen B 
bei 3. Harm., R=0. 


— Zeit 
Fig. 23. Lampenstrom, Lichtbogen B, 
3. Harm., R = 40 Ohm. 


0 —% 
Fig. 24. Lichtbogen B, 
3. Harm., R = 40 Ohm. 


H. Rukop u. J, Zenneck. 
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Tafel IV. 


Fig. 27. Lichthogen A, 


Fig. 26. Lampenstrom, Lichtbogen A, 5. Harm., R=0. 
5. Harm., R=0. 


2 
0- 


Fig. 28. Strom im Kondensatorkreis, Fig. 29. Lichtbogen A, 
Liehtbogen A, 5. Harm., R= 40 Ohm. 5. Harm., R = 40 Ohm. 


—— 
Strom im Kondensatorkreis, Fig. 31. Lampenstrom, Lichtbogen B, 
Lichtbogen 8, 5. Harm., R=0. 5. Harm., R= 0. 


! a Fig. 33. 
0 Strom im Kondensatorkreis, 
Fig. 32, Lichtbogen B, 5. Harm., Lichtbogen B, 5. Harm., 
R=0. R=40 Ohm. 
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Fig. 34. a B, 5. Harm., — 
R=40 Ohm. Fig. 35. Strom im Kondensatorkreis, 
Lichtbogen A, 7. Harm., R=0. 
[0] 


Zar Fig. 37. ae A, 7. Harm., 
Fig. 36. Lampenstrom, Lichtbogen A — 
7. Harm., R =0 


Fig. 38. ; 
Strom im Kondensatorkreis, 
Lichtbogen A, 7. Harm., Fig. 39. Lichtbogen A, 7. Harm., 
R=40 Ohm. R=40 Ohm. 


Fig. 40, Strom im Kondensatorkreis, Fig. 41. Lampenstrom, 
Lichtbogen B, 7, Harm., R = 0, Lichtbogen B, 7. Harm,, R=0, 
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Fig. 43. 
Strom im Kondensatorkreis, 
Lichtbogen B, 7. Harm., 
R= 40 Ohm. 


0 Js — Zeit 
Fig. 44. Lichtbogen B, 7. Harm., Fig. 45. Strom im Kondensatorkreis, 
R=40 Ohm. Lichtbogen A, 35. Harm., 2 = 0. 


Fig. 46. Lampenstrom, 
Lichtbogen A, 35. Harm., R=0 


Fig. 48. Strom im Kondensatorkreis, Fig. 49. Lichtbogen A, 
Liehtbogen A, 35, Harm,, 2 = 40 Ohm. 35. Harm,, 2 = 40 Ohm, 


H. Rukop u, J. Zenneck, 
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Fig. 42. Lichtbogen B, 7. Harm., 7? = 0. 
0 
—— = 
1 
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Fig. 47. 
\ Lichtbogen A, 35. Harm., R=0. 
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— Lei 
Fig. 50. Strom im Kondensatorkreis, Fig. 51. Strom im Kondensatorkreis, 
Liehtbogen B, 35. Harm., 2 = 0. Lichtbogen A, ca. 51. Harm., 


R=0. 


Fig. 52. Spannung am Lichtbogen C. 
(Homogenkohlen, Leuchtgas, 550 Volt.) 


Fig. 54. 


Charakteristik des Lichtbogens B 
0 ii (Effektkohlen) bei 550 Volt. 


Fig. 53. 
Charakteristik des Lichtbogens C. 


er 


Fig, 55, Strom im Kondensatorkreis, Lichtbogen A, 
ca. 300fache Frequenz. R=0, 
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Tafel VIII. 


Fig. 56. Strom im Kondensatorkreis, 
Lichtbogen A, ca. 300fache Frequenz, R= 


Fig. 87." Fig. 58. Lichtbogen A, 
en ang Lichtbogen A, ca. 300fache Frequenz, R= 0. 
"300 fache Frequenz, = 0. 


Zeit 1 

Fig. 59. Strom im Kondensatorkreis, 0 Ss 

Lichtbogen A, ca. 300fache Frequenz, Fig. 60. Lichtbogen A, 
R=10 Ohm. ca. 300fache Frequenz, R = 10 Ohm. 


—— Zeit 
Fig. 61. Strom im EN 
Lichtbogen 0, € ca. 300fache Frequenz, R=0, 
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Tafel IX. 


PER 


Fig. 62. amp, Lichtbogen C, ca.300fache Frequenz, 2 =0. 


—— Js 
Lichtb he F R=0. 

U, CA. mene Srequens, Fig.64. Strom im Kondensatorkreis, C, 
ca. 300fache Frequenz, ? = 25 Ohm 


— 

Fig. 65. Lampenstrom, Lichtbogen (, 
ca. 300fache Frequenz, R=25 Ohm. Fig. 66. Lichtbogen C, 

ca. 300fache Frequenz, R = 25 Ohm. 


J —J 
Fig. 67. Charakteristik des Lichtbogens A Fig.68. Charakteristik des Lichtbogens B 
bei 3. Harm. bei 3. Harm. 
H. Rukop u. J. Zenneck. 
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